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1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.
2. Ìîäåëüíîå óðàâíåíèå.
3. Êðàåâûå è íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è.
4. Êðàåâûå óñëîâèÿ Äèðèõëå, Íåéìàíà è ñìåøàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ.
5. Âàðèàöèîííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à.
6. Ôóíêöèîíàë ýíåðãèè.
7. Âàðèàöèîííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.
8. Ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà (êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà).
9. Âûïóêëûå ôóíêöèè è ôóíêöèîíàëû.
10. Êîýðöèòèâíûå ôóíêöèè è ôóíêöèîíàëû.
11. Ãðàäèåíò ôóíêöèè.
12. Ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà.
13. Òåîðåìà Ýáåðëåéíà-Øìóëüÿíà.
14. Îñöèëëÿòîð Äóôôèíãà.
15. Ïîòåíöèàë îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà.
16. Óðàâíåíèå "ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ".
17. Ïîòåíöèàë óðàâíåíèÿ "ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ".
18. Áèôóðêàöèÿ ýêñòðåìàëåé.
19. Âåòâè áèôóðöèðóþùèõ ýêñòðåìàëåé.
20. Óñòîé÷èâàÿ ýêñòðåìàëü.
21. Èíäåêñ Ìîðñà ýêñòðåìàëè.
22. Êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ Ïóàíêàðå.
23. Êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.
24. Ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ.
25. Ìîäû áèôóðêàöèè.
26. Àïïðîêñèìàöèÿ Ãàëåðêèíà.
27. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå êëþ÷åâîé ôóíêöèè.
28. Ñâÿçûâàþùåå îòîáðàæåíèå.
29. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ñâÿçûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ.
30. Ñòàíäàðòíàÿ ãëàâíàÿ ÷àñòü 1-ìîäîâîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè.
31. Ñòàíäàðòíàÿ ãëàâíàÿ ÷àñòü 2-ìîäîâîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè.
32. Ñòàíäàðòíàÿ ãëàâíàÿ ÷àñòü 3-ìîäîâîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè.

Òåìà �1.

Ìàòåìàòè÷åñêå ìîäåëè. Èçáðàííûå ïðèìåðû

1.1. Ïîíÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ íàçûâàþò êîìïëåêñ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé,
äàþùèé èíôîðìàöèþ î òîì èëè èíîì ðåàëüíîì ïðåäìåòå èëè ÿâëåíèè. Èíîãäà, áîëåå
êðàòêî, ãîâîðÿò î ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçå ðåàëüíîãî ïðåäìåòà èëè ÿâëåíèÿ.

Âåñüìà ðàñïðîñòðàíåííûé âàðèàíò ìîäåëè � êîìïëåêñ ïðåäñòàâëåíèé, ñãðóïïèðî-
âàííûé âîêðóã êðàåâîé èëè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÄÓ, ïîýòîìó ñàìî ÄÓ ÷àñòî
è íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ.
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Ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ìîäåëè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñêðûòóþ èíôîðìàöèþ î
ðåàëüíîì ÿâëåíèè, à ñàì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ è èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì.

Ñâÿçü ìîäåëè ñ ðåàëüíîñòüþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ãèïîòåç, èäåàëèçàöèé è
óïðîùåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîèò â çàìåíå
ðåàëüíîãî ïðåäìåòà èññëåäîâàíèÿ èäåàëèçèðîâàííûì îáúåêòîì (ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëüþ) ñ ïîñëåäóþùèì èçó÷åíèåì ýòîãî îáúåêòà.

Ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ â äàííîì ïîñîáèè ñâÿçàíû ñ òåîðèåé óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ,
òåîðèåé ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â êðèñòàëëàõ, ãèäðîäèíàìèêîé è äèíàìèêîé êîíöåíòðà-
öèé. Â èõ àíàëèçå èñïîëüçþòñÿ ìåòîäû òåîðèè êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � îáûêíîâåííûõ è ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ìåòîäû êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ îñóùåñòâëÿþòñÿ
â ðàìêàõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà: ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå
àáñòðàêòíîãî ôðåäãîëüìîâà îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (ñì. [10], [28], [46], [58] è ëèòå-
ðàòóðó â ýòèõ èñòî÷íèêàõ) è àíàëèçèðóþòñÿ ñðåäñòâàìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà,
áåñêîíå÷íîìåðíîé òîïîëîãèè è ìåòîäîâ âû÷èñëåíèé. Èññëåäîâàíèå îïåðàòîðíûõ óðàâ-
íåíèé ïðîâîäèòñÿ ÷åðåç ðåäóêöèþ ôðåäãîëüìîâà óðàâíåíèÿ ê êîíå÷íîìåðíîìó óðàâ-
íåíèþ. Ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ðåäóêöèÿ âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà Ëÿïóíîâûì
(1906 ã.) è Øìèäòîì (1908 ã.). Èäåÿ íåëîêàëüíîé êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèè ôðåä-
ãîëüìîâà óðàâíåíèÿ áûëà ïðåäëîæåíà Ð. Êà÷÷èîïîëëè (1932 ã.) è èñïîëüçîâàíà èì
ïðè ââåäåíè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ôðåäãîëüìîâà îòîáðàæåíèÿ. Âàðèàíòû ðàçâè-
òèÿ íåëîêàëüíîãî àíàëèçà ôðåäãîëüìîâûõ óðàâíåíèé ïðåäëàãàëèñü òàêæå â ðàáîòàõ
À.Ñ. Øâàðöà (1964 ã.), Ñ. Ñìåéëà (1965 ã.), Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî, Ï.Ï. Çàáðåéêî
(1969 ã.), K.D. Elworthy, A.J. Tromba (1970 ã.), Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Â.Ã. Çâÿãèíà, Þ.È.
Ñàïðîíîâà (1970-77 ãã.) è äð. Èäåÿ ãëîáàëüíîãî ñâåäåíèÿ àíàëèçà áåñêîíå÷íîìåðíîãî
ôðåäãîëüìîâà óðàâíåíèÿ ê àíàëèçó êîíå÷íîìåðíîãî óðàâíåíèÿ áûëà ïðåäåëüíî òî÷íî
ñôîðìóëèðîâàíà è ñòðîãî îáîñíîâàíà â ìîíîãðàôèè Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è Ï.Ï. Çà-
áðåéêî ¾Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîãî àíàëèçà¿ [46]. Ïîçæå, ïîñëå ïîÿâëåíèÿ
ñîâðåìåííûõ áûñòðîäåéñòâóþùèõ êîìïüþòåðîâ è ìîùíûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ
íà÷àëè ïîÿâëÿòüñÿ è ðàáîòû ïî ðàçâèòèþ è ïðèìåíåíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íåëî-
êàëüíîãî áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà [6]-[8], [40]-[42], [36, 37], [48, 49].

1.2. Ïðèìåðû ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé

Èçáðàííûå êëàññè÷åñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðåäñòàâëåíû íèæå óðàâíåíèÿìè
è êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

1.2.1. Ìîäåëüíîå óðàâíåíèå Äóôôèíãà.

ẍ+ λx− x3 = q(s), x : [0, 1] → R , (1)

� óðàâíåíèå ïðîãèáà óïðóãîé áàëêè (â ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêå) èëè ýëåìåíòàðíûé
íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð â òåîðèè êîëåáàíèé [63]. Çäåñü x(s) � ôóíêöèÿ ñðåäíåé ëè-
íèè áàëêè, q(s) � ôóíêöèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ñóììèðóþùàÿ íà÷àëüíûå äåôîð-
ìàöèè è âëèÿíèå âíåøíèõ ñèëîâûõ ïîëåé. Â ñëó÷àå îñöèëëÿòîðà x(s) � ïàðàìåòð,
õàðàêòåðèçóþùèé îòêëîíåíèå êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Äàííîå óðàâíåíèå äîïîëíÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, êðàåâûìè (ãðàíè÷íûìè) óñëîâèÿìè
âèäà

x(0) = x(1) = 0 (2)

� óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà (óñëîâèå Äèðèõëå),

ẋ(0) = ẋ(1) = 0 , (3)
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� óñëîâèå âòîðîãîî ðîäà (óñëîâèå Íåéìàíà),

x(0) = ẋ(1) = 0 (4)

� óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà (ñìåøàííîå óñëîâèå),

x(0) = ẋ(1) = 0 (5)

� óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè (ïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, îñöèëëÿòîð Äóôôèíãà,
íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð è ò.ä.).

Íèæå ýòî óðàâíåíèå áóäåò èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå îñíîâíîé ¾ó÷åáíîé ìîäåëè¿, íà
îñíîâå êîòîðîé áóäóò ïðîäåìîíñòðèðîâàíû îñíîâíûå ìåòîäû ïîñòêðèòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà.

Ðèñ. 1
Ïðèìåð ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà

(ïîëó÷åííûé À.Ñ. Êîðîòêèõ [36] â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà)

1.2.2. Ýéëåðîâ ñòåðæåíü.

ẍ+ λ sin x = q(s), x : [0, 1] → R , (6)

� óðàâíåíèå èçãèáà òîíêîãî óïðóãîãî ñòåðæíÿ (ýéëåðîâà ñòåðæíÿ) , ãäå x(s) � óã-
ëîâàÿ ôóíêöèÿ ñðåäíåé ëèíèè ñòåðæíÿ (óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ñðåäíåé ëèíèè è
îñüþ íåäåôîðìèðîâàííîãî ñòåðæíÿ), q(s) � ôóíêöèÿ íåñîâåðøåíñòâà, ñóììèðóþùàÿ
íà÷àëüíûå äåôîðìàöèè è âëèÿíèå âíåøíèõ ñèëîâûõ ïîëåé.

Äàííîå óðàâíåíèå äîïîëíÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, êðàåâûìè (ãðàíè÷íûìè) óñëîâèÿìè
âèäà

x(0) = x(1) = 0 (7)

� â ñëó÷àå æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ñòåðæíÿ (ñ íóëåâûì óãëîì),

ẋ(0) = ẋ(1) = 0 ,

1∫
0

sin(x(s))ds = 0 , (8)

� â ñëó÷àå øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ñòåðæíÿ,

x(0) = ẋ(1) = 0 (9)

� â ñëó÷àå ñìåøàííîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ñòåðæíÿ (åñòü è äð. ñëó÷àè).

6



–7

–6

–5

–4

–3

–2

–1

0
0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

–0.06

–0.04

–0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.1 0.2 0.3

Ðèñ. 2
Ïðèìåð ðåøåíèÿ x(s) ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ (ôèãóðà ñëåâà) è ñîîòâåòñòâóþùåé åìó êîíôèãóðàöèè

ñòåðæíÿ (ñïðàâà). Îáà èçîáðàæåíèÿ ïîëó÷åíû À.Þ. Áîðçàêîâûì

1.2.3. Ìîäåëü Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè.
Òå÷åíèå æèäêîñòè â çàäàííîì îáúåìå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Íàâüå-Ñòîêñà (â ïðÿ-

ìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè) [43]:

∂v

∂t
+ (v,∇)v = ν ∆v − grad p . (10)

Ýòî óðàâíåíèå äîïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (óðàâíåíèåì) íåðàçðûâíîñòè

div v = 0 (11)

è êðàåâûì óñëîâèåì ïðèëèïàíèÿ æèäêîñòè íà ãðàíèöå

v(x, t) = 0 ∀x ∈ ∂U . (12)

Çäåñü v = v(x, t) � âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â òî÷êå x =
(x1, x2, x3)

⊤ ∈ U ⊂ R3 (îãðàíè÷åííîé îáëàñòè U òðåõìåðíîãî êîîðäèíàòíîãî ïðî-
ñòðàíñòèâà R3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂U) â ìîìåíò âðåìåíè t, v = (v1, v2, v3)

⊤ ∈ R3, n �
íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂U .

Ïðèìåðû èññëåäîâàíèÿ òàêîãíî óðàâíåíèÿ ïîñðåäñòâîì óïðîùàþùèõ ðåäóêöèé
ìîæíî íàéòè â [1],[2],[23],[33],[43],[81].

1.2.4. Âàðèàöèîííûå çàäà÷è äëÿ ÄÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Óðàâíåíèå Ôóñ-
ñà-Âèíêëåðà-Öèììåðìàíà .

Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå ÑÕ (Ñâèôòà-Õîåíáåðãà [85], [47]) ôîðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ
íåëèíåéíûì óðàíåíèåì ïðîãèáîâ áàëêè íà óïðóãîì îñíîâàíèè. Ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ
èññëåäîâàëè Þ.À. Ìèòðîïîëüñêèé, Á.È. Ìîñååíêîâ [57], Á.Ñ. Áàðäèí, Ñ.Ä. Ôóðòà [5]
è äð. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå èçãèáà áàëêè íà óïðóãîì îñíîâàíèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øè-
ðîêî èçâåñòíóþ ìîäåëü Ôóññà-Âèíêëåðà-Öèììåðìàíà (ÔÂÖ), ñëóæàùóþ, âïëîòü äî
íàñòîÿùåãî âðåìåíè, îñíîâîé äëÿ áîëüøèíñòâà èíæåíåðíûõ èññëåäîâàíèé óñòîé÷èâî-
ñòè ñòðîèòåëüíûõ ñîîðóæåíèé [13]. Íåëèíåéíûå îáîáùåíèÿ ìîäåëè òèïà ÔÂÖ íà÷àëè
ðàññìàòðèâàòüñÿ ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî [5],[13],[36],[37],[47], [85].

Áèôóðêàöèîííûé àíàëèç ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàíåíèÿ, àíàëî-
ãè÷íîãî òèïó ÔÂÖ, èññëåäîâàëîñü â ðàáîòàõ Á.Ì. Äàðèíñêîãî è Þ.È. Ñàïðîíîâà [27],
îñíîâíîå âíèìàíèå â êîòîðûõ óäåëÿëîñü âîïðîñó çàðîæäåíèÿ ïîñòêðèòè÷åñêèõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ ñòðóêòóð â êðèñòàëëàõ. Ïðîãèáû íåîäíîðîäíûõ áàëîê íà óïðóãîì îñíîâàíèè
èçó÷àëèñü Ä.Â. Êîñòèíûì â ðàáîòàõ [38, 39].
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Íåëèíåéíàÿ ïðîìàcøòàáèðîâàííàÿ ìîäåëü êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îäíîðîäíîé
áàëêè íà óïðóãîì îñíîâàíèè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (ñì. [5])

∂2w

∂t2
+
∂4w

∂x4
+ κ

∂2w

∂x2
+ αw + w3 = 0,

ãäå w � ïðîãèá áàëêè (ñìåùåíèå òî÷åê ñðåäíåé ëèíèè óïðóãîé áàëêè, ðàñïîëîæåííîé
âäîëü îñè x). Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå âîçíèêàåò â òåîðèè êðèñòàëëîâ [30], â êîòîðîé
w � ïàðàìåòð ïîðÿäêà.

Ïåðâûé øàã â èçó÷åíèè òàêîé çàäà÷è � îòûñêàíèå ðàâíîâåñíûõ (ñòàöèîíàðíûõ)
ñîñòîÿíèé, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèåì

d4w

dx4
+ κ

d2w

dx2
+ αw + w3 = 0, (13)

êîòîðîå íèæå ìû ðàññìîòðèì ïðè ñòàíäàðòíûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ

w(0) = w(1) = w′′(0) = w′′(1) = 0. (14)

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (14) äîïóñêàåò 2−ìåðíûå âûðîæäå-
íèÿ.

Óðàâíåíèå (13) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà-Ïóàññîíà äëÿ ýêñòðåìàëåé ôóíêöèî-
íàëà (äåéñòâèÿ)

V =

1∫
0

(
1

2

((
d2w

dx2

)2

− κ

(
dw

dx

)2

+ αw2

)
+
w4

4

)
dx. (15)

Äâóìåðíîå âûðîæäåíèå íóëåâîé ýêñòðåìàëè ïðîèñõîäèò ïðè

κ = κ1 := (p2 + q2)π2, α = α1 := p2q2π4, p, q ∈ N,

ñî ñòàíäàðòíûìè ìîäàìè áèôóðêàöèè (áàçèñîì ÿäðà âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà)

e1 =
√
2 sin(p πx), e2 =

√
2 sin(q πx).

Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî p = 1, q = 2 è, ñîîòâåòñòâåííî, κ1 = 5π2, α1 = 4π4 (ýòè çíà-
÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèìåíüøèìè èç òåõ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò 2-ìåðíîå âûðîæäåíèå;
â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ àíàëèç àíàëîãè÷åí).

Ðåäóêöèÿ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà [27] ê (êëþ÷åâîé) ôóíêöèè (äâóõ ïåðåìåííûõ)

W (ξ, δ) = inf
w: ⟨w,e1⟩=ξ1, ⟨w,e2⟩=ξ2

V (w, α1 + δ1, κ1 + δ2), (16)

ξ = (ξ1, ξ2), δ = (δ1, δ2), ñîõðàíÿåò ñèììåòðèþ ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ. Òàê êàê ôóíê-
öèîíàë (15) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèé J1, J2:

J2(p)(x) := p (1− x), J1 := −J2,

òî è äëÿ ôóíêöèè (16) èìååì

W (−ξ1, ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1,−ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1, ξ2, δ1, δ2)

(ñèììåòðèþ ïðÿìîóãîëüíèêà), èç êîòîðîé âûòåêàåò [27] ñïðàâåäëèâîñòü àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

W (ξ, δ) = U(ξ, δ) + o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ),
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ãäå U(ξ, δ) = V (ξ1e1 + ξ2e2, δ) � ëèíåéíàÿ ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà V
ïî ìîäàì e1, e2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå

λ1
2
ξ21 +

λ2
2
ξ22 +

1

4

(
Aξ41 + 2Bξ21ξ

2
2 + Cξ42

)
+ o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ), (17)

ãäå
λ1 = δ1 − π2δ2, λ2 = δ1 − 4π2δ2,

A =

1∫
0

e41dx =
3

2
, B =

1∫
0

e21e
2
2dx = 3 , C =

1∫
0

e42dx =
3

2
.

Ñîêðàòèâ íà ìíîæèòåëü 3/2, ïîëó÷èì ôóíêöèþ (17) ñ íîðìàëèçîâàííîé ãëàâíîé
÷àñòüþ:

W̃0(ξ, δ) = Ũ(ξ, δ) + o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ),

ãäå

Ũ(ξ, δ) =
λ̃1
2
ξ21 +

λ̃2
2
ξ22 +

1

4

(
ξ41 + 4ξ21ξ

2
2 + ξ42

)
.

¾Ãåîìåòðè÷åñêèé ñþæåò¿ áèôóðêàöèè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ïåðâûå àñèìïòîòèêè
âåòâåé áèôóðöèðóþùèõ òî÷åê (ïî çàêðèòè÷åñêèì ïðèðàùåíèÿì óïðàâëÿþùèõ ïàðà-
ìåòðîâ) äëÿ ôóíêöèè W̃0(ξ, δ) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ åå ãëàâíîé ÷àñòüþ Ũ(ξ, δ),
êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾âîçìóùåííóþ äâóìåðíóþ ñáîðêó¿ (ñ êîýôôèöèåíòîì
äâîéíîãî îòíîøåíèÿ a = 4), ÷åòíóþ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé [27].

Ïóñòü θ1 = λ̃1− 2λ̃2, θ2 = λ̃2− 2λ̃1. Òàê êàê ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè Ũ ïðåäñòàâèìà
â âèäå (

λ̃1 + 3ξ21 + 2ξ22 4ξ1ξ2
4ξ1ξ2 λ̃2 + 2ξ21 + 3ξ22

)
,

òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ïðè θ1 > 0 è θ2 > 0 ñóùåñòâóþò ÷åòûðå 2-ìîäîâûå êðèòè-
÷åñêèå òî÷êè èíäåêñà 1. Âñå 1-ìîäîâûå òî÷êè ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíûõ
ìèíèìóìîâ, à íóëü � êðèòè÷åñêîé òî÷êîé èíäåêñà 2. Ðîæäåíèå 1-ìîäîâûõ êðèòè-
÷åñêèõ òî÷åê ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåõîäàõ ïàðàìåòðîâ λ̃1, λ̃2 â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ
çíà÷åíèé.

Êàóñòèêà (áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ôóíêöèé [4]) ΣŨ ôóíêöèè Ũ ðàçáèâàåò
ïëîñêîñòü óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ íà øåñòü çîí

ω0 = {λ̃1 > 0, λ̃2 > 0},

ω1 = {λ̃1 < 0, λ̃2 > 0},

ω2 = {λ̃1 > 0, λ̃2 < 0},

ω3 = {λ̃1 < 0, λ̃2 < 0, θ1 < 0, θ2 > 0},

ω4 = {λ̃1 < 0, λ̃2 < 0, θ1 > 0, θ2 < 0},

ω5 = {λ̃1 < 0, λ̃2 < 0, θ1 > 0, θ2 > 0}.

Êàæäîé çîíå ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ðàñêëàä (bif -ðàñêëàä) áèôóðöèðóþùèõ êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê: ïàðàìåòðàì èç çîíû ω0 îòâå÷àåò ñëó÷àé åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè (òî÷-
êà ìèíèìóìà â íóëå), äëÿ ω1, ω2 � ïàðà ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ (îòíîñèòåëüíî
íóëÿ) 1-ìîäîâûõ òî÷åê ìèíèìóìà è ñåäëî â íóëå, äëÿ ω3, ω4 � ïàðà ñèììåòðè÷íî ðàñ-
ïîëîæåííûõ 1-ìîäîâûõ òî÷åê ìèíèìóìà, ïàðà 1-ìîäîâûõ ñåäåë è òî÷êà ëîêàëüíîãî
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ìàêñèìóìà â íóëå, äëÿ ω5 � ÷åòâåðêà ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ 1-ìîäîâûõ òî÷åê
ìèíèìóìà, ÷åòâåðêà 2-ìîäîâûõ ñåäåë è òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà â íóëå.

Ïðè îáõîäå ïëîñêîñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã
íóëÿ, íà÷èíàÿ ñ çîíû ω0, ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòàìîðôîçû ëèíèé óðîâíåé è ðàñïðåäå-
ëåíèé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èçîáðàæåíû íà ñëåäóþùåé äèàãðàììå:

1

2

2

3

3
4

λ
1

λ
2

Ðèñ. 3

Ìåòàìîðôîçû õàðàêòåðíûõ ëèíèé óðîâíåé

Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî òå ðàñêëàäû áèôóðöèðóþùèõ êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê (bif -ðàñêëàäû), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû:
(1, 0, 0), (2, 1, 0), (2, 2, 1), (4, 4, 1) (â ðàñêëàäå (l0, l1, l2) êîìïîíåíòà lk ðàâíà êîëè÷åñòâó
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñ èíäåêñîì Ìîðñà, ðàâíûì k).

1.2.5. Ïëàñòèíà Ê�àðìàíà.
Èçãèá òîíêîé ïðÿìîóãîëüíîé óïðóãîé ïëàñòèíû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ê�àð-

ìàíà [16], [17]

∆2w − [w,φ] + λwxx = ∆2φ+
1

2
[w,w] = 0 (18)

ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ
w = ∆w = φ = ∆φ = 0|∂Ωa . (19)

Áîëåå òî÷íî, ïðèâåäåííûå âûøå ïðîìàñøòàáèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Ê�àðìàíà îïè-
ñûâàþò ñîñòîÿíèå óïðóãîé ïðÿìîëèíåéíîé ïëàñòèíû, ïðîäîëüíî ñæàòîé è ñâîáîäíî
îïåðòîé íà êðàå.

×åðåç w è φ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ îáîçíà÷åíû ôóíêöèè ïðîãèáà è íàïðÿæåíèÿ ïëà-
ñòèíû, ∆ � ãàðìîíè÷åñêèé îïåðàòîð Ëàïëàñà,

[w,φ] := wxxφyy + wyyφxx − 2wxyφxy,

Ωa = [0, a]× [0, 1],

λ � ïàðàìåòð íàãðóçêè (ñæàòèÿ ïëàñòèíû).
Â ñëó÷àå êðóãëîé ïëàñòèíû óðàâíåíèå Ê�àðìàíà äîïóñêàåò ôóíêöèîíàëüíóþ ðå-

äóêöèþ ê ÎÄÓ îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû (èç ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò òî÷êè ïëàñòèíû),
÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðèáëèæåíèå ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè
Ãàëåðêèíà ïî ñèñòåìå ôóíêöèé Áåññåëÿ (ñì. [32], [41]).
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Ðèñ. 4

Ïðèìåðû èçîáðàæåíèé ïðîãèáîâ ïðÿìîóãîëüíîé è êðóãëîé ïëàñòèí.

1.2.6. Ìîäåëü ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿.
Èçâåñòíî, ÷òî ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ âåùåñòâà èçó÷àþòñÿ ïîñðåäñòâîì ñïåöèàëü-

íûì îáðàçîì ïîäîáðàííûõ ìîäåëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [19], [30], [54],
[61], [64]. Íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè ñïîíòàííîãî ðàçäåëåíèÿ ôàç (áèíàðíîãî)
âåùåñòâà (ñïëàâà), ïðè èññëåäîâàíèè ñòàáèëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé êîíöåíòðàöèé âåùå-
ñòâà è ò.ï. ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ãðàäèåíòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà òèïà ¾ðåàêöèÿ-
äèôôóçèÿ¿

ẇ = −grad (V (w)− C[w]) = ∆w + λw − w3 − C , (20)

â êîòîðîé w = w(x, t) � îòíîñèòåëüíàÿ êîöåíòðàöèÿ ôðàêöèè âåùåñòâà, x ∈ U ⊂ R2 ,

V (w) :=

∫∫
U

(
|∇w|2

2
− λ

w2

2
+
w4

4

)
dx1dx2

� èíòåãðàë ýíåðãèè, U � îáëàñòü, çàíÿòàÿ âåùåñòâîì, t � âðåìÿ. Êàê ïðàâèëî, ðàçûñ-
êèâàþòñÿ òàêèå ðåøåíèÿ w = w(x, t), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå Íåé-
ìàíà

∂w(x, t)

∂n
= 0 ∀x ∈ ∂U ,

ãäå ∂U � ãðàíèöà îáëàñòè U , n � âåêòîðíîå ïîëå íîðìàëåé ê ãðàíèöå.
Ïåðâîî÷åðåäíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ � ðåøåíèÿ w =

w(x) ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ

∆w + λw − w3 − C , C − const ,

èëè, ÷òî îäíî è òî æå, ýêñòðåìàëè (êðèòè÷åñêèå òî÷êè) ôóíêöèîíàëà

V (w) := V (w)− C [w] ,
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ãäå [w] :=
∫∫
U

w dx1dx2 � ñðåäíåå çíà÷åíèå w.

Òåìà �2.

Ïîñòêðèòè÷åñêèé àíàëèç ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà

2.1. Ìîäåëü ¾óðàâíåíèå Äóôôèíãà¿.

Ïðîñòîé è îäíîâðåìåííî õàðàêòåðíûé ïðèìåð ïîñòêðèòè÷åñêîãî àíàëèçà äàåò êðà-
åâàÿ çàäà÷à ïåðâîãî ðîäà äëÿ óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà. Ýòî óðàâíåíèå îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì óíèâåðñàëüíîñòè, òàê êàê, âî-ïåðâûõ, îíî îõâàòûâàåò çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî
ðåàëüíûõ ñèñòåì, â êîòîðîå âõîäÿò óïðóãàÿ áàëêà, íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, êðèñòàëë
(âûòÿíóòûé âäîëü îäíîé èç îñåé ñèììåòðèè), ðàçíîâèäíîñòè íåëèíåéíûõ âîëí è ïð.,
â âî-âòîðûõ, îíî ïîçâîëÿåò ïðåäåëüíî ÷åòêî è ñòðîãî îòñëåäèòü ïðèìåíåíèå âàðèàöè-
îííîé ñõåìû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.

Èòàê, ðàññìîòðèì ñëó÷àé óïðóãîé áàëêè ñî ñâîáîäíî îïåðòûìè êîíöàìè. Ïðîãèáû
áàëêè ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ

ẍ+ λx− x3 = q(s) , (21)

ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (7) . Ôóíêöèÿ q(s) îòâå÷àåò çà ñóììàðíîå âîçäåéñòâèå âíåøíèõ
ôàêòîðîâ è íà÷àëüíûõ íåñîâåðøåíñòâ (èñêðèâëåíèé).

Ïîëîæèì E = {x ∈ C2([0, 1],R) : x(0) = x(1) = 0}, F = C([0, 1],R), H =

L2([0, 1],R). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âH áóäåì îáîçíà÷àòü ⟨·, ·⟩: ⟨x, y⟩ =
1∫
0

x(t) y(t) dt .

Ëåâàÿ ÷àñòü (21), âçÿòàÿ ñî çíàêîì ìèíóñ, çàäàåò ãëàäêîå ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæå-
íèå èíäåêñà 0 èç E â F , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àíòèãðàäèåíòîì â òðîéêå ïðîñòðàíñòâ
{E,F,H} ãëàäêîãî íà E ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè

V (x) =

1∫
0

(
ẋ2

2
+ λ

x2

2
− ẋ4

4

)
dt. (22)

Îáîçíà÷èì ek ôóíêöèþ
√
2 sin(π k t), k ∈ N ,

ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â H è ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ñèñòåìó òàê íàçûâàåìûõ ìîä ïðîãèáà. Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìè îïåðàòîðà d2

ds2
(ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ ïåðâîãî ðîäà).

Åñëè λ ≤ (π (n+ 1))2, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà∫ 1

0

(
ẋ2 − λx2

)
dt

ïîëîæèòåëüíà íà îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè â H ê ïîäïðîñòðàíñòâó (ëèíåéíîé
îáîëî÷êå) En := Lin(e1, . . . , en). Ïóñòü

ξ = (ξ1, . . . , ξn)
⊤ ∈ Rn, l(ξ) =

∑
j

ξjej ∈ En,

Ẽ = {x ∈ E : ⟨x, ej⟩ = 0, j = 1, . . . , n} = E ∩ (En)⊥,

Ẽξ = {x ∈ E : ⟨x, ej⟩ = ξj, j = 1, . . . , n} = l(ξ) + Ẽ.
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Òåîðåìà 1. Ôóíêöèîíàë V èìååò åäèíñòâåííóþ íåâûðîæäåííóþ óñëîâíî êðè-
òè÷åñêóþ òî÷êó â ñëîå Ẽξ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ýíåðãåòè÷åñêîå
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H1, ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì E â íîðìå, ïîðîæäåííîé ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨x, y⟩1 = ⟨ẋ, ẏ⟩ = ⟨−ẍ, y⟩. Ïóñòü H1

ξ � çàìûêàíèå Ẽξ â H1.
Ôóíêöèîíàë V ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è êîýðöèòèâíûì íà àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå
H1

ξ , ÷òî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîé óñëîâíîé ýêñòðåìàëè vξ â H1
ξ . Íà

ñàìîì æå äåëå, vξ ∈ Ẽξ. ¾Ïîäêà÷êó ãëàäêîñòè¿ ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè ñîîòíîøåíèå,
ÿâëÿþùååñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ óñëîâíûõ ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà
V â H1

ξ . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî vξ ïðèíàäëåæèò êëàññó C
2.

Èç ôðåäãîëüìîâîñòè ñ íóëåâûì èíäåêñîì îòîáðàæåíèÿ ∇HV : E → F ñëåäóåò
ãëàäêîñòü òàê íàçûâàåìîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà

WLS(ξ) = V (l(ξ) + vξ) = inf
v∈Ẽ

V (l(ξ) + v) = inf
x∈Ẽξ

V (x).

Àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è â ñëó÷àå ìàÿòíèêà, çàìåíèâ âñå èñ-
ïîëüçîâàííûå âûøå ôóíêöèíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà íà àíàëîãè÷íûå ïðîñòðàíñòâà äëÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ Äóôôèíãà â ñëó÷àå äâóõ íåëîêàëüíûõ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ ðàíåå èçó÷àë ñâîèõ
ðàáîòàõ À.Þ. Áîðçàêîâ [6]-[8].

Îáùàÿ ñõåìà åãî ðàññìîòðåíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü λ ≤ 9π2 (íå
ïðåâîñõîäèò òðåòüåãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ) è

E = Lin (e1, e2) + E∞−2,

� îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå, ãäå E∞−2 � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Lin(e1, e2) (ïîä-
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî e1, e2 ðàâíî íóëþ).
Ïðè λ ≤ 9π2 ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì íà E∞−2, à åãî óñëîâíûé
ãðàäèåíò ïîñëîéíî ñîáñòâåííûé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòûñêàíèÿ è èçó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (34)
ìîæíî ïðèìåíèòü ãëîáàëüíóþ êëþ÷åâóþ ôóíêöèþ

W (ξ) = inf
v⊥e1,e2

V (ξ1e1 + ξ2e2 + v) .

À.Þ. Áîðçàêîâ óñòàíîâèë, ÷òî ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî âû÷èñëÿòü ïî-
ñðåäñòâîì êîìáèíèðîâàíèÿ ðèòöåâñêèõ àïïðîêñèìàöèé ñ ðåäóêöèåé Ïóàíêàðå-Ëÿïó-
íîâà-Øìèäòà.

2.2. Âûïóêëîñòü ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà

Íèæå ïðèâåäåíà ñâîäêà îñíîâíûõ ôîðìóë, èç êîòîðûõ ñëåäóå âûïóêëîñòü ôóíê-
öèîíàëà Äóôôèíãà V ïðè äîêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà. À òàêæå âûïóêëîñòü
V íà ïîäïðîñòðàíñòâå E∞−m, îðòîãîíàëüíî äîïîëíÿþùåì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ¾ãëàâ-
íûõ¿ ìîä e1, . . . , em, ïî êîòîðûì äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåíèå (ïðè λ ≤ (m+ 1)2).

Ìîäåëüíîå óðàâíåíèå Äóôôèíãà:

ẍ+ λx− x3 = q(s), x : [0, 1] → R . (23)

Ãðàíè÷íû óñëîâèÿ 1 ðîäà (óñëîâèÿ Äèðèõëå):

x(0) = x(1) = 0 . (24)
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Ïîòåíöèàë (ôóíêöèîíàë ýíåðãèè ):

V (x) =

1∫
0

(
ẋ2

2
− λ

x2

2
+
ẋ4

4
+ qx

)
dt. (25)

Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ (ïåðâûé äèôôåðåíöèàë) ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè:

∂V

∂x
(x)(h) =

1∫
0

(
ẋ ḣ− λxh+ x3h+ q

)
dt = (26)

=

1∫
0

(
−ẍ h− λxh+ x3h+ qh

)
dt = −

1∫
0

(
ẍ + λx− x3 − q

)
dt = −⟨g, h⟩ , (27)

ãäå
g = ẍ + λx− x3 − q (28)

� àíòèãðàäèåíò ôóíêöèðíàëà V (ãðàäèåíò ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿).
Óðàâíåíèå Äóôôèíãà â ãðàäèåíòíîé ôîðìå:

g = 0 . (29)

Âòîðàÿ âàðèàöèÿ (âòîðîé äèôôåðåíöèàë) ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè:

∂2V

∂x2
(x)(h, h) =

∂

∂x

(
∂V

∂x
(x)(h)

)
(h) = (30)

=
∂

∂x

 1∫
0

(
ẋ ḣ− λxh+ x3h+ q

)
dt

 (h) =

1∫
0

(
ḣ2 − λh2 + 3x2h2

)
dt . (31)

Òàê êàê ñëàãàåìîå
1∫
0

3x2h2 dt ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì

äëÿ êàæäîãî x ̸= 0, òî ïîëîæèòåëüíîñòü âòîðîé âàðèàöèè ïîäòâåðæäàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíîñòüþ êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà

1∫
0

(ḣ2 − λh2) dt ,

èìåþùåé ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèÿ λ < π2 . Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç øèðîêî
èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå-Âèðòèíãåðà

1∫
0

ḣ2 dt ≥ π2

1∫
0

h2 dt ,

ñïðàâåäëèâîãî ïðè âûïîëíåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (24) äëÿ h.
Èç âûïóêëîñòè ôóíêöèîíàëà V è åãî î÷åâèäíîé êîýðöèòèâíîñòè íà ýíåðãåòè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå H1 = {x ∈ W 2
1 [0, 1], x(0) = x(1) = 0} âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-

ñòâåííîñòü êðèòè÷åñêîé òî÷êè V , àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿþùåéñÿ åãî òî÷êîé ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà.
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Åñëè íàëîæèòü áîëåå øèðîêîå óñëîâèå λ < (m + 1)2π2, òî òîãäà ôóíêöèîíàë

V (
m∑
k=1

ξkek + v), v ∈ E∞−m áóäåò âûïóêëûì è êîýðöèòèâíûì íà ïîäïðîñòðàíñòâå

E∞−m = {v ∈ E : v ⊥ ek, k = 1, . . . ,m ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå u =
m∑
k=1

ξkek. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ôóíöèîíàë èìååò åäèíñòâåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó v =

Φ(ξ1, ..., ξm, λ, q) â E∞−m è â ýòîé òî÷êå äîñòãàåòñÿ ãëîáàëüíî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

ôóíêöèîíàëà W (
m∑
k=1

ξkek + v), ïî v.

Ôóíêöèÿ

W (ξ1, ..., ξm, λ, q) := inf
v
V

(
m∑
k=1

ξkek + v

)
= V

(
m∑
k=1

ξkek + Φ(ξ1, ..., ξm, λ, q)

)
(32)

íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé. Ýòà ôóíêöèÿ ïîëíîñòüþ îòâå÷àåò çà âåòâè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ôóíêöèîíàëà V : ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êðèòè÷å-
ñêèìè òî÷êàìè V è W , ñîõðàíÿùåå çíà÷åíèÿ èíäåêñà Ìîðñà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
Ýòî ñîîòâåòñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ¾ñâÿçûâàþùèì¿ îòîáðàæåíèåì Φ :

(ξ1, ..., ξm) 7−→ Φ(ξ1, ..., ξm, λ, q) .

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ è ñâÿçûâàþùåå îòîáðàæåíèå âû÷èñëÿþòñ
ïðèáëèæåííî íà îñíîâå àïïðîêñèììðóþùåé ïðîöåäóðû Ãàëåðêèíà-Ðèòöà. À èìåííî,
ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ðèòöà (ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà)

VR(ξ1, ..., ξm, ξm+1, ..., ξn, λ, q) ,

à çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåäóêöèÿ Ïóàíêàðå � ïåðåõîä ê ôóíêöèè

W̃ (ξ1, ..., ξm, λ, q) := inf
ξm+1,...,ξn

VR(ξ1, ..., ξm, ξm+1, ..., ξn, λ, q) , (33)

ÿâëÿþùåéñÿ àïïðîêñèìàöèåé êëþ÷åâîé ôóíêöèè (32).

2.3. Ïðèìåð ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè è ïîñòðîå-
íèÿ åå ãðàôèêà

Íèæå ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò òèïè÷íîé ïðîãðàììû âû÷èñëåíèÿ (â MAPLE) âòîðîé
èòåðàöèè ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè îò äâóõ êëþ÷åâûõ ïåðåìåí-
íûõ, è ïðèâåäåíà ïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà:

e[1] :=
√

(2) ∗ sin(t); e[2] :=
√
(2) ∗ sin(2 ∗ t); e[3] :=

√
(2) ∗ sin(3 ∗ t);

e[4] :=
√
(2) ∗ sin(4 ∗ t); e[5] :=

√
(2) ∗ sin(5 ∗ t);

S[1] := sum(ξ[k] ∗ e[k], k = 1..5); 1; S[2] := S[1]2; S[4] := S[2]2;

V [4] := int(S[4], t = 0..π);

digits := 4; λ := 7; σ := 0.5; q[1] := 0.1; q[2] := 0.2;

δ[1] := 1− λ; 1; δ[2] := 4− λ; 1; δ[3] := 9− λ; 1; δ[4] := 16− λ; 1; δ[5] := 25− λ;

ξ = (ξ[1], ξ[2], ξ[3], ξ[4], ξ[5]);

V [2] := sum(δ[k] ∗ ξ[k]2, k = 1..5);

WR := V [4] + (1/2) ∗ V [2] + q[1] ∗ ξ[1] + q[2] ∗ ξ[2];
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g[1] := diff(WR, ξ[1]); g[2] := diff(WR, ξ[2]); g[3] := diff(WR, ξ[3]);

g[4] := diff(WR, ξ[4]); g[5] := diff(WR, ξ[5]);

g := (g[1], g[2], g[3], g[4], g[5]); a1 := (ξ[1], ξ[2], 0, 0, 0);

g1 := subs(ξ[1] = a1[1], ξ[2] = a1[2], ξ[3] = a1[3], ξ[4] = a1[4], ξ[5] = a1[5], g);

W1 := subs(ξ[1] = a1[1], ξ[2] = a1[2], ξ[3] = a1[3], ξ[4] = a1[4], ξ[5] = a1[5], WR)+

+q[1] ∗ ξ[1] + q[2] ∗ ξ[2]; a2 := a1− σ ∗ g1;

W2 := subs(xi[1] = a2[1], ξ[2] = a2[2], ξ[3] = a2[3], ξ[4] = a2[4], ξ[5] = a2[5],WR)+

+q[1] ∗ ξ[1] + q[2] ∗ ξ[2];

plot3d(W2, ξ[1] = −1..1, ξ[2] = −1..1, grid = [50, 50], axes = normal,

style = contour, thickness = 2, orientation = [−90, 0], contours = 80);

Íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ èçîáðàæåíèé êëþ÷åâûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíû íà ñëå-
äóþùèõ ãðàôè÷åñêèõ èçîáðàæåíèÿõ ëèíèé óðîâíåé (â ïëîñêîñòè êëþ÷åâûõ ïåðåìåí-
íûõ ξ1, ξ2):

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

1,0
0,5

0,0
-0,5

-1,0

xi[1]
-0,2

-0,4

xi[2]
-0,6

-0,8

-1,0

0,55

0,3

0,05

0,55
0,3

0,05
-0,2

-0,45
-0,7

xi[1]
-0,2

xi[2]

-0,45

-0,7

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

1,0
0,5

0,0
-0,5

-1,0

xi[1]
-0,2

-0,4

xi[2]
-0,6

-0,8

-1,0

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0,0

0,5
0,25

0,0
-0,5

-0,25

xi[1]
-0,1

-0,2

xi[2]
-0,3

-0,4

-0,5

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

0,0
1,0

0,5
-1,0

-0,5

xi[1]
-0,2

-0,4

xi[2]
-0,6

-0,8

-1,0

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0,0

0,5
0,25

0,0
-0,25

-0,5

xi[1]
-0,1

-0,2

xi[2]
-0,3

-0,4

-0,5

Ðèñ. 5
Ëèíèè óðîâíåé êëþ÷åâîé ôóíêöèè ïðè íåêîòîðûõ èçáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ , qj .

Òåìà �3.

Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê è ýéëåðîâ ñòåðæåíü
(íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ)
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Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äàåò çàäà÷à î ïðîãèáàõ
òîíêîãî óïðóãîãî ñòåðæíÿ èëè, êàê ÷àñòî ãîâîðÿò, ýéëåðîâà ñòåðæíÿ [59].

Ýòî óðàâíåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì óíèâåðñàëüíîñòè: èì îõâàòûâàåòñÿ çíà÷èòåëü-
íîå êîëè÷åñòâî ðåàëüíûõ ñèñòåì, â êîòîðîå âõîäÿò óïðóãèé ñòåðæåíü, ìàÿòíèê, êðè-
ñòàëë (âûòÿíóòûé âäîëü îäíîé èç îñåé ñèììåòðèè), íåêîòîðûå ðàçíîâèäíîñòè íåëè-
íåéíûõ âîëí è ïð.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñëó÷àé èäåàëüíîãî (áåç íà÷àëüíûõ íåñîâåðøåíñòâ)
óïðóãîãî ñòåðæíÿ ñ æåñòêî çàêðåïëåííûìè êîíöàìè (ñ íóëåâûì óãëîì). Åãî ïðîãèáû
ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ

ẍ+ λ sinx = 0 (34)

ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (7) . Ïîëîæèì E = {x ∈ C2([0, 1],R) : x(0) = x(1) = 0},
F = C([0, 1],R), H = L2([0, 1],R). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H áóäåì îáîçíà÷àòü

⟨·, ·⟩: ⟨x, y⟩ =
1∫
0

x(t) y(t) dt . Ëåâàÿ ÷àñòü (34), âçÿòàÿ ñî çíàêîì ìèíóñ, çàäàåò ãëàäêîå

ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå èíäåêñà 0 èç E â F , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì â
òðîéêå ïðîñòðàíñòâ {E,F,H} ãëàäêîãî íà E ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè

V (x) =

1∫
0

(
ẋ2

2
+ λ cos(x)

)
dt. (35)

Êàê è âûøå, îáîçíà÷èì ek ôóíêöèþ
√
2 sin(π k t), k ∈ N ,

òàêèå ôóíêöèè îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â H è ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ñèñòåìó òàê íàçûâàåìûõ ìîä ïðîãèáà. Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìè äëÿ îïåðàòîðà d2

ds2
ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ.

Åñëè λ ≤ (π (n+ 1))2, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

1∫
0

(
ẋ2 − λx2

)
dt

ïîëîæèòåëüíà íà îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè â H ê ïîäïðîñòðàíñòâó (ëèíåéíîé
îáîëî÷êå) En := Lin(e1, . . . , en). Ïóñòü

ξ = (ξ1, . . . , ξn)
⊤ ∈ Rn, l(ξ) =

∑
j

ξjej ∈ En,

Ẽ = {x ∈ E : ⟨x, ej⟩ = 0, j = 1, . . . , n} = E ∩ (En)⊥,

Ẽξ = {x ∈ E : ⟨x, ej⟩ = ξj, j = 1, . . . , n} = l(ξ) + Ẽ.

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèîíàë V èìååò åäèíñòâåííóþ íåâûðîæäåííóþ óñëîâíî êðè-
òè÷åñêóþ òî÷êó â ñëîå Ẽξ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ýíåðãåòè÷åñêîå
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H1, ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì E â íîðìå, ïîðîæäåííîé ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨x, y⟩1 = ⟨ẋ, ẏ⟩ = ⟨−ẍ, y⟩. Ïóñòü H1

ξ � çàìûêàíèå Ẽξ â H1.
Ôóíêöèîíàë V ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è êîýðöèòèâíûì íà àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå
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H1
ξ , ÷òî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîé óñëîâíîé ýêñòðåìàëè vξ â H1

ξ . Íà
ñàìîì æå äåëå, vξ ∈ Ẽξ. ¾Ïîäêà÷êó ãëàäêîñòè¿ ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè ñîîòíîøåíèå,
ÿâëÿþùååñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ óñëîâíûõ ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà
V â H1

ξ . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî vξ ïðèíàäëåæèò êëàññó C
2.

Èç ôðåäãîëüìîâîñòè ñ íóëåâûì èíäåêñîì îòîáðàæåíèÿ ∇HV : E → F ñëåäóåò
ãëàäêîñòü òàê íàçûâàåìîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà

WLS(ξ) = V (l(ξ) + vξ) = inf
v∈Ẽ

V (l(ξ) + v) = inf
x∈Ẽξ

V (x).

Àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è â ñëó÷àå ìàÿòíèêà, çàìåíèâ âñå èñ-
ïîëüçîâàííûå âûøå ôóíêöèíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà íà àíàëîãè÷íûå ïðîñòðàíñòâà äëÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà â ñëó÷àå äâóõ íåëîêàëüíûõ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ è ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì âàðèàöèîííîãî õàðàêòåðà óðàâíåíèÿ ðàíåå èçó÷àë ñâîèõ ðàáîòàõ À.Þ.
Áîðçàêîâ [6]-[8].

Îáùàÿ ñõåìà åãî ðàññìîòðåíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü E = Π2
2π

� ïðîñòðàíñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé,
F = Π0

2π � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé è ïóñòü f : E → F �
îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ëåâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (34). Ïóñòü, äàëåå, 1 < λ < 4 è

E = Lin (e0, e1, e2) + E∞−3,

� îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå, ãäå E∞−3 � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Lin(e0, e1, e2)
(ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî e0, e1, e2 ðàâíî
íóëþ). Ïðè λ < 4 ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì íà E∞−3, à åãî óñëîâíûé
ãðàäèåíò ïîñëîéíî ñîáñòâåííûé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòûñêàíèÿ è èçó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (34)
ìîæíî ïðèìåíèòü ãëîáàëüíóþ êëþ÷åâóþ ôóíêöèþ

W (ξ) = inf
v⊥e0,e1,e2

V (ξ0 + ξ1e1 + ξ2e2 + v) .

À.Þ. Áîðçàêîâ óñòàíîâèë, ÷òî ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî âû÷èñëÿòü ïî-
ñðåäñòâîì êîìáèíèðîâàíèÿ ðèòöåâñêèõ àïïðîêñèìàöèé ñ ðåäóêöèåé Ïóàíêàðå-Ëÿïó-
íîâà-Øìèäòà. Ñâîè ðåçóëüòàòû îí èñïîëüçîâàë ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøå-
íèé ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà
è ïðè ïðèáëèæåííîì ïîñòðîåíèè êàóñòèê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì çàäà÷àì.

Ò.È. Êîñòèíà ðàñïðîñòðàíèëà ðàçâèòóþ À.Þ. Áîðçàêîâûì ìåòîäèêó èññëåäîâà-
íèé íà áîëåå îáùèå óðàâíåíèÿ � óðàâíåíèå Áåëåöêîãî (óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñïóòíè-
êà íà ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå), óðàâíåíèå Ê�àðìàíà â ñëó÷àå êðóãëîé ïëàñòèíû è äð.
Ñâîè èññëåäîâàíèÿ îíà äîâåëà äî ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ
ãëîáàëüíûõ êëþ÷åâûõ ôóíêöèé (äëÿ äâóõ êëþ÷åâûõ ïåðåìåííûõ), ïðèáëèæåííîãî
âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ýòèõ ôóíêöèé è ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè-
÷åñêèõ ðåøåíèé èñõîäíûõ ìîäåëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Êðîìå òîãî, â ðÿäå ñëó÷àåâ åé
óäàëîñü ñîçäàòü è àïðîáèðîâàòü àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ íåëîêàëüíûõ êàóñòèê [40]-[42].

Òåìà �4.

Àáñòðàêòíûå ôðåäãîëüìîâû óðàâíåíèÿ
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4.1. Îáùèå ñâåäåíèÿ

Ïî ïîâîäó òðàêòîâêè ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé â âèäå àáñòðàêòíîãî îïåðàòîðíîãî
óðàâíåíèÿ

f(x) = b, x ∈ E, b ∈ F,

â êîòîðîì f � ãëàäêîå ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå íåêîòîðîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
E â íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî F ìîæíî ïîñìîòðåòü â [10], [27], [58]). Íèæå
áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïàðà àáñòðàêòíûõ áàíàõîâûæ ïðîñòðàíñòâ E , F .

Âàæíåéøåå ñâîéñòâî ôðåäãîëüìîâûõ óðàâíåíèé çàêëþ÷åíî â òîì, ÷òî åãî ñâîäèòñÿ
ê èññëåäîâàíèþ êîíå÷íîìåðíîãî óðàâíåíèÿ

θ(ξ) = β, ξ ∈M, β ∈ N,

ãäå M,N � êîíå÷íîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïåðåõîä ê êîíå÷íîìåðíîìó óðàâíåíèþ íà-
çûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèåé.

Äëÿ èçëîæåíèÿ îñíîâ òåîðèè ôðåäãîëüìîâûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî ïðåäâàðè-
òåëüíî ðàññìîòðåòü ëèíåéíûå ôðåäãîëüìîâû óðàâíåíèÿ.

4.1.1. Ëèíåéíûå ôðåäãîëüìîâû îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A : E −→ F íàçûâàåòñÿ
ôðåäãîëüìîâûì, åñëè

dimKerA) <∞ , dim(CokerA) := dim(F/ImA)) <∞.

×èñëî
dim(KerA)− dim(CokerA)

íàçûâàåòñÿ (àíàëèòè÷åñêèì) èíäåêñîì ôðåäãîëüìîâà îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àåòñÿ
ind A.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îáðàç ImA çàìêíóò â F , è A èçîìîðôíî îòîáðàæàåò
ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïðÿìî äîïîëíÿþùåå Ker A (â E) , íà Im A.

Ëåììà 1. Åñëè L1 : E1 −→ E2 , L2 : E2 −→ E3 � ôðåäãîëüìîâû îïåðàòîðû,
òî è îïåðàòîð L2L1 : E1 → E3 ôðåäãîëüìîâ. Ïðè ýòîì ind(L2L1) = ind(L1)+ind(L2).

Â òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ ôðåäãîëüìîâîñòü óäîáíî ïðîâåðÿòü íà îñíîâå ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3. (êðèòåðèé ôðåäãîëüìîâîñòè) Îïåðàòîð A : E −→ F ÿâëÿåòñÿ
ôðåäãîëüìîâûõ èíäåêñà 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A = T +K ,

ãäå T : E −→ F � èçîìîðôèçì, K : E −→ F � âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð.

4.1.2. Ôðåäãîëüìîâû îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2. Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : U −→ F , ãäå U � îòêðûòîå ïîäìíî-
æåñòâî â E, íàçûâàåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì, åñëè åãî ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ∂f

∂x
(x) : E −→

F ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì â êàæäîé òî÷êå x ∈ U .

19



Èíäåêñîì íåëèíåéíîãî ôðåäãîëüìîâà îòîáðàæåíèÿ f , îïðåäåëåííîãî íà ñâÿçíîé
îáëàñòè, íàçûâàåòñÿ èíäåêñ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ∂f

∂x
(x):

ind f := ind
∂f

∂x
(x)

(åñëè îáëàñòü ñâÿçíàÿ, òî èíäåêñ ∂f
∂x
(x) íå çàâèñèò îò x).

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f : Ω −→ F � íåëèíåéíîå ôðåäãîëüìîâî îòîá-
ðàæåíèå è ind f = 0. Óðàâíåíèå

f(x) = 0, x ∈ Ω, (36)

ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì.

4.1.3. Ïîòåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Åñëè äëÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : Ω −→ F ñóùåñòâóåò òàêîé ãëàäêèé ôóíê-
öèîíàë V : Ω −→ R, ÷òî f = gradH V èëè, ýêâèâàëåíòíî,

∂V

∂x
(x)h = ⟨f(x) , h⟩H, ∀x ∈ Ω, h ∈ E

(⟨·, ·⟩H � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â çàðàíåå çàäàííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H),
òî îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî E íåïðåðûâíî
âëîæåíî â F , F íåïðåðûâíî âëîæåíî â H è E ïëîòíî â H). Ôóíêöèîíàë V ïðè ýòîì
íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ f , à óðàâíåíèå (36) òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîòåí-
öèàëüíûì.

Åñëè V � ïîòåíöèàë f íà Ω, òî óðàâíåíèå

gradH V (x) = 0 x ∈ Ω, (37)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà ýêñòðåìàëåé (êðèòè÷åñêèõ òî÷åê) ôóíêöèîíàëà V .
Òî÷êà a ∈ Ω íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ ôóíêöèîíàëà V , åñëè

∂V

∂x
(a)h = ⟨f(a) , h⟩H = 0 ∀h ∈ E.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (37) (âñëåäñòâèå ïëîòíîñòè E â H).
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (37) è ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ôóíêöèîíàëà V ñîâïàäàþò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñòðîåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (36)
ìîæíî çàìåíèòü ïîñòðîåíèåì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèîíàëà V . Ïåðåõîä îò óðàâ-
íåíèÿ (36) ê óðàâíåíèþ (37) íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì ìåòîäîì.

Ôóíêöèîíàë V íàçûâàåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì, åñëè åãî ãðàäèåíò çàäàåò ôðåäãîëü-
ìîâî îòîáðàæåíèå.

4.2. Êîíå÷íîìåðíûå ðåäóêöèè

Íèæå èçëîæåí ïîäõîä, íàõîäÿùèéñÿ íà ñòûêå òåîðèé Êà÷÷èîïîëè è Ëåðå-Øàóäå-
ðà.

4.2.1. LS-ïðèâîäèìûå îòîáðàæåíèÿ

Èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè è ëåììû Øìèäòà [12] âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå: äëÿ êàæäîãî ôðåäãîëüìîâà îòîáðàæåíèÿ f : Ω −→ F íóëåâîãî èíäåêñà è äëÿ
êàæäîé òî÷êè a ∈ Ω ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå îòîáðàæåíèå k : O(a) −→ F ñî çíà-
÷åíèÿìè â êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå (O(a) � íåêîòîðàÿ îòêðûòàÿ îêðåñò-
íîñòü òî÷êè a â Ω), ÷òî îòîáðàæåíèå φ = f+k äèôôåìîðôíî îòîáðàæàåò O(a) íà
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íåêîòîðîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U â F . Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî êàæ-
äîå ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå äèôôåîìîðôíîé çàìåíîé àðãóìåíòà ëîêàëüíî ïðèâî-
äèòñÿ ê âèäó

f̃ = f · φ−1 = I + k̃, (38)

ãäå k̃ = −k · φ−1 � îòîáðàæåíèå ñî çíà÷åíèÿìè â êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå.
Îòîáðàæåíèå âèäà I+ k̃ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì â ôîðìå Ëåðå-Øàóäåðà èëè, áîëåå
êðàòêî, LS-îòîáðàæåíèåì. Äèôôåîìîðôèçì φ íàçûâàåòñÿ LS-ïðèâîäÿùèì äëÿ f íà
O(a). Â [10] ñôîðìóëèðîâàíî óñëîâèå LS-ïðèâîäèìîñòè ôðåäãîëüìîâà îòîáðàæåíèÿ â
îêðåñòíîñòè êîìïàêòíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ X ⊂ Ω. 1

4.2.2. Ðåäóêöèÿ Êà÷÷èîïîëè

Ñóùåñòâóåò âàðèàíò èçó÷åíèÿ ôðåäãîëüìîâà îòîáðàæåíèÿ, îñíîâàííûé íà ðåäó-
öèðóþùåé ñõåìå Ð. Êà÷÷èîïîëëè [77], [78] (ñì. òàêæå [10]). Â ëîêàëüíîì ñëó÷àå ñõåìó
Êà÷÷èïîëëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçíîâèäíîñòü ñõåìû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.

Òåîðåìà 4. (Þ.È. Ñàïðîíîâ, [10]) Ïóñòü f : Ω −→ F � ôðåäãîëüìîâî îòîá-
ðàæåíèå è ïóñòü K � êîìïàêò â E. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòü O êîìïàê-
òà K è ïðÿìîå ðàçëîæåíèå F = F1+̇L, dimL <∞, ÷òî îòîáðàæåíèå P ·f : O −→ F1,
ãäå P : F −→ F1 � ïðîåêöèÿ (ïàððàëëåëüíî L), ÿâëÿåòñÿ ñóáìåðñèåé â òî÷êàõ O.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî èçó÷åíèå ôðåäãîëüìîâà óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü
ïî ñõåìå Êà÷÷èîïîëè � ÷åðåç ðåäóêöèþ ê êîíå÷íîìåðíîìó óðàâíåíèþ [10]

θ(ξ) = 0, ξ ∈M,

â êîòîðîì θ = P · f |M , M � ãëàäêîå n−ìåðíîå (ðåäóöèðóþùåå) ïîäìíîãîîáðàçèå â O,
P � ïðîåêòîð íà êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â F , M = f−1(Im P ). Â ýòîé ñõåìå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå f íà O òðàíñâåðñàëüíî ê Im P .

Ñõåìà Êà÷÷èîïîëè è åå îáîáùåíèÿ ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü âåòâè áèôóðöèðóþùèõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè, âêëþ÷àÿ ñëó÷àè ðàçðóøåíèé íåïðåðûâíûõ ñèì-
ìåòðèé.

4.2.3. Ìåòîä Ëÿïóíîâà-Øìèäòà (ëîêàëüíàÿ ñõåìà)

Êîíêðåòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè òðåáóþò íå òîëüêî äîêàçàòåëüñòâà
âîçìîæíîñòè êîíå÷íîìåðíîãî ðåäóöèðîâàíèÿ, íî è êîíñòðóêòèâíîé ðåàëèçàöèè ðåäó-
öèðóþùåé ñõåìû.

Îïèñûâàåìàÿ íèæå êîíñòðóêöèÿ èìååò àëãîðèòìè÷åñêèé õàðàêòåð è øèðîêî èñ-
ïîëüçóåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ ïîä îáùèì íàçâàíèåì ¾ìåòîä Ëÿïóíîâà-Øìèäòà¿. Îñíîâà
ìåòîäà ñîçäàíà â ðàáîòàõ [51],[83].

Ïóñòü E,F � âåùåñòâåííûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, f : E −→ F � íåëèíåéíîå
ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå, ind f = 0. Ïóñòü, äàëåå, çàôèêñèðîâàíû ïðÿìûå ðàçëî-
æåíèÿ

E = En+̇E∞−n, F = F n+̇F∞−n,

ãäå En è F n � n-ìåðíûå ïîïðîñòðàíñòâà â E è F ñîîòâåòñòâåííî, à E∞−n è F∞−n �
ïðîèçâîëüíûå ïðÿìûå äîïîëíåíèÿ ê En è F n â E è F .

1Âîïðîñ îá îïèñàíèè óñëîâèé LS-ïðèâîäèìîñòè ôðåäãîëüìîâà îòîáðàæåíèÿ â îêðåñòíîñòè êîì-
ïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà áûë ïîñòàâëåí Ì.À.Êðàñíîñåëüñêèì (1969 ã.) â ñâÿçè ñ ïîñòðîåíèåì òåîðèè
òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äëÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ îáùåãî âèäà.
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Åñëè e1, e2, . . . , en � áàçèñ En, òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x ∈ E èìååò ìåñòî ðàçëî-
æåíèå

x = u+ v, u =
n∑

i=1

ξiei, v ∈ E∞−n.

Åñëè e∗1, e
∗
2, .., e

∗
n � áàçèñ F n, òî

f(x) = fn(x) + f (∞−n)(x),

fn(x) =
n∑

j=1

νj(x)e
∗
j , f (∞−n)(x) ∈ F∞−n. (39)

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ

∂f

∂v

(∞−n)

(a) : En −→ F n

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â íåêîòîðîé òî÷êå a ∈ E, f(a) = 0, ïîëó÷èì, â ñèëó òåîðåìû
î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè, çàâèñèìîñòü v = Φ(u) (äëÿ u èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè O ⊂ En òî÷êè ū), òàêóþ, ÷òî Φ(ū) = v̄ (ū, v̄ � êîìïîíåíòû a) è

f (∞−n)(u+ Φ(u)) = 0 ∀u ∈ O (40)

(îòîáðàæåíèå Φ : O −→ E∞−n ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì). Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ f(x) = 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = a äîñòàòî÷íî íàéòè ðåøåíèÿ êëþ÷åâîãî
óðàâíåíèÿ

f (n)(u+ Φ(u)) = 0. (41)

Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèå τ : En −→ F n, ãäå

τ(u) = f (n)(u+ Φ(u)),

íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì.

Çàìå÷àíèå 1. Ñîîòíîøåíèå x = u + Φ(u) îñóùåñòâëÿåò ñâÿçü ìåæäó ðåøåíè-
ÿìè êëþ÷åâîãî óðàâíåíèÿ è ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ f(x) = 0.
Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëóæèò îñíîâîé äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèé
(ïðîöåññîâ), èçîáðàæàåìûõ ðåøåíèÿìè ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Óðàâíåíèå (41) ýêâèâàëåíòíî (êîîðäèíàòíîìó) óðàâíåíèþ

θ(ξ) = 0, (42)

θ(ξ) = (θ1(ξ), . . . , θn(ξ))
⊤ ,

ãäå

θk(ξ) = νk

(
n∑

i=1

ξiei + Φ

(
n∑

i=1

ξiei

))
(ñì. (39)).

Çàìå÷àíèå 2. Óðàâíåíèå (41) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ðàçâåòâëåíèÿ, à òàêæå
êëþ÷åâûì èëè áèôóðêàöèîííûì. Àíàëîãè÷íûå íàçâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ è äëÿ óðàâíå-
íèÿ (42).
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Çàìå÷àíèå 3. Âûáîð ðàçëîæåíèé E = En+̇E∞−n, F = F n+̇F∞−n è áàçèñîâ
{ej}, {e∗k} â En è F n îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ (42).
Êàæäûé íàáîð òàêèõ ðàçëîæåíèé è áàçèñîâ (â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íîìåðíûõ
êîìïîíåíòàõ) íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðóþùåé ñõåìîé.

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, E ⊂ F ⊂ H � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåõ
íåïðåðûâíî âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ è ïóñòü En = Ker ∂f

∂x
(a). Â êà÷åñòâå E∞−n ìîæíî

ðàññìîòðåòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê En â E. Ïðè ýòîì

ξi = ⟨x, ei⟩, i = 1, . . . , n

(⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H), ãäå e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â
En; F n � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê F∞−n = Im ∂f

∂x
(a) â F, à νj = ⟨f(x), e∗j⟩,

j = 1, . . . , n, ãäå e∗1, . . . , e
∗
n � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â F n. Îáîçíà÷èì

φ(ξ) :=
n∑

j=1

ξjej + Φ

(
n∑

i=1

ξiei

)
.

Òîãäà
θ(ξ) = P̃ · f(φ(ξ)), (43)

ãäå
P̃ (y) = (⟨y, e∗1⟩, . . . , ⟨y, e∗n⟩)⊤

Îòîáðàæåíèå φ(ξ) îïðåäåëåíî íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O ⊂ Rn òî÷êè ξ̄ ñ êîîðäèíà-
òàìè ξ̄j, ξ̄j = ⟨a, ej⟩.

Òåîðåìà 5. Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ f(x) = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà a = φ(ξ̄) è òî÷êà ξ̄ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ θ(ξ) = 0. Ïðè ýòîì
dim Ker ∂f

∂x
(a) = dim Ker ∂θ

∂ξ
(ξ̄)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñóùåñòâî-
âàíèåì LS−ïðèâîäÿùåãî (ëîêàëüíî) äèôôåîìîðôèçìà ψ (ñì. [10]):

f̃(ũ+ ṽ) := f · ψ−1(ũ+ ṽ) = h(ũ, ṽ) + ṽ, ũ ∈ Rn , v ∈ F∞−n .

ßñíî, ÷òî êëþ÷åâîå îòîáðàæåíèå θ(ξ) ãëàäêî ýêâèâàëåòíî îòîáðàæåíèþ θ̃(ũ) :=
h(ũ, 0). Èç ïðåäñòàâëåíèÿ

∂f̃

∂x̃
=

(
I 0
∂h̃
∂ṽ

∂h̃
∂ũ

)
ìîìåíòàëüíî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Ker
∂f̃

∂x̃
(x̃) = Ker

∂h̃

∂ṽ
(x̃),

èç êîòîðîãî è âûòåêàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

4.2.4. Íåëîêàëüíàÿ âåðñèÿ ìåòîäà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà

Ëîêàëüíàÿ ñõåìà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà âåñüìà ýôôåêòèâíî ðàáîòàåò â òåîðèè áè-
ôóðêàöèé ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñóùåñòâåííî ìåíüøå èìååòñÿ ðåçóëüòàòîâ
ïî íåëîêàëüíûì áèôóðêàöèîííûì ïðîáëåìàì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðèìåíÿåìûå
â ëîêàëüíîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû ïåðåñòàþò ðàáîòàòü ïðè íåëîêàëüíîì
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ðàññìîòðåíèè âîïðîñîâ (íà êîíå÷íûõ îáëàñòÿõ è ïðè êîíå÷íûõ çàêðèòè÷åñêèõ ïðèðà-
ùåíèÿõ ïàðàìåòðîâ). Â ïîñëåäíèå ãîäû, â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì íîâûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü íåëîêàëüíîãî àíàëèçà,
îñíîâàííîãî íà íåëîêàëüíîé êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèè.

Â îñíîâå äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé íàõîäèòñÿ òåîðåìà Áàíàõà-Ìàçóðà-Êà÷÷èîïîëè,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé êðèòåðèé ãëîáàëüíî äèôôåîìîðôíîãî äåéñòâèÿ îòîáðàæåíèÿ.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, îòîáðàæåíèå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

f : E −→ F (44)

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì è ôðåäãîëüìîâûì èíäåêñà íóëü.

Òåîðåìà 6. (Áàíàõ, Ìàçóð, Êà÷÷èîïîëè) Îòîáðàæåíèå (44) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
1) ïðîèçâîäíàÿ ôðåøå ∂f

∂x
(a) â êàæäîé òî÷êå a ∈ E äåéñòâóåò èçîìîðôíî èç E íà F ,

2) îòîáðàæåíèå (44) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì (ïðîîáðàç êîìïàêòà êîìïàêòåí).

Äîêàçàòåëüñòâî èìååòñÿ â [10]. Ñàìîå êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà çàìå-
÷àíèè î òîì, ÷òî îáúåäèíåíèå óñëîâèé ëîêàëüíîé äèôôåîìîðôíîñòè è ñîáñòâåííîñòè
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî f îêàçûâàåòñÿ íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì. Èçâåñòíî, ÷òî íà-
êðûòèå íàä îäíîñâÿçíîé áàçîé âñåãäà îäíîêðàòíî, ÷òî è îçíà÷àåò äèôôåîìîðôíîñòü
äåéñòâèÿ f .

Ïóñòü, äàëåå,
E = En+̇E∞−n, F = F n+̇F∞−n (45)

� ðåäóöèðóþùèå ðàçëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ â ïðÿìûå
ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ è

f(x) = f (n)(u+ v) + f∞−n(u+ v) (46)

� ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå f ,

u ∈ En, v ∈ E∞−n, f (n)(u+ v) ∈ F n, f∞−n(u+ v) ∈ F∞−n.

Ñ êàæäûì u ∈ En ñâÿæåì îòîáðàæåíèå

f∞−n
u : E∞−n −→ F∞−n, f∞−n

u (v) := f∞−n(u+ v). (47)

Òåîðåìà 7. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî u ∈ En îòîáðàæåíèå (47) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íûì è ïðè ýòîì

∂fu
∂v

∞−n

(a) : E∞−n −→ F∞−n

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ êàæäûõ u ∈ En, a ∈ E∞−n. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå
ãëàäêîå îòîáðàæåíèå

Φ : En −→ E∞−n,

÷òî òî÷êà a îêàæåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

f(x) = 0

ëèøü â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ñâÿçûâàþùåå ñîîòíîøå-
íèå

a = ū+ Φ(ū),
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ãäå ū � ðåøåíèå ãëîáàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ

τ(u) = 0 (48)

(çäåñü τ(u) := f (n)(u + Φ(u))). Ïðè ýòîì ëîêàëüíûå êîëüöà îñîáåííîñòåé 2 îòîáðà-
æåíèé f è θ â òî÷êàõ ū è a = ū+ Φ(ū), ñîîòâåòñòâåííî, èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîáñòâåííîñòü è ëîêàëüíàÿ äèôôåîìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ
f∞−n
u ïðèâîäèò ê äèôôåîìîðíîôíîñòè äåéñòâèÿ ýòîãî îòáðàæåíèÿ èç E∞−n íà F∞−n

(ïî òåîðåìå 6.). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî u ∈ En íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
v = Φ(u) ∈ E∞−n, äëÿ êîòîðîé f∞−n(u+ Φ(u)) = 0. Ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ Φ(u) ñëå-
äóåò èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (44), êîòîðîå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé

f∞−n(u+ v) = 0,
f (n)(u+ v) = 0,

}
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (48) â òåîðåìå 7.

Äîêàçàòåëüñòâî èçîìîðôíîñòè ëîêàëüíûõ êîëåö ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûìè ïðèå-
ìàìè, ðàçðàáîòàííûìè â êîíå÷íîìåðíîé òåîðèè îñîáåííîñòåé ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé
[4, 11], ëåãêî ïåðåíîñÿùèìèñÿ íà áåñêîíå÷íîìåðíûå áàíàõîâû ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ êëàñ-
ñà ôðåäãîëüìîâûõ îòîáðàæåíèé.

Òåìà �5.

Ïîòåíöèàëüíûå ôðåäãîëüìîâû óðàâíåíèÿ

5.1. Ðåäóöèðóþùàÿ ñõåìà Ïóàíêàðå

Êàê èçâåñòíî, ñõåìà Ïóàíêàðå áûëà ñîçäàíà äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ âàðèàöèîííûõ
çàäà÷ ñ öåëüþ ïîíèæåíèÿ èõ ðàçìåðíîñòè [62]. Ïóñòü çàäàíà ãëàäêàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ
çàäà÷à

V (x) −→ inf, x ∈ Rn, (49)

äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå êîýðöèòèâíîñòè

lim
|x|→∞

V (x) = +∞, (50)

òàê ÷òî çàäà÷à (49) ðàçðåøèìà. Åñëè ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé:

∂2V

∂x2
(a)(h, h) > 0 ∀(a, h) ∈ Rn × (Rn \ 0), (51)

òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, êàê ëåãêî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíîé, ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ èññëåäîâàòü ôóíê-
öèþ â ñèòóàöèè ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ òî÷åê ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ÷òî ñóùå-
ñòâåííî çàòðóäíÿåò àíàëèç ôóíêöèè è ïðèáëèæåííîå ïîñòðîåíèå ýêñòðåìàëåé. Íàëè-
÷èå ¾óïðàâëÿþùèõ¿ ïàðàìåòðîâ, èçìåíåíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê áèôóðêàöèîííûì

2Ëîêàëüíîå êîëüöî îñîáåííîñòè ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå a ∈ E îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîð
êîëüöà ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèîíàëîâ â òî÷êå a ïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ôóíêöèîíàëàìè âèäà
α(f(x)), ãäå α � ïðîèçâîëüíûé ãëàäêèé ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
b = f(a) â ïðîñòðàíñòâå F .
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ÿâëåíèÿì, åùå áîëåå óñëîæíÿåò çàäà÷ó ïîèñêà è èçó÷åíèÿ ýêñòðåìàëåé. À. Ïóàíêàðå
ïðåäëîæèë ïðîöåäóðó, ïîçâîëÿþùóþ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îáëåã÷èòü èçó÷åíèå âåòâëå-
íèÿ ýêñòðåìàëåé çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ ¾íåñóùåñòâåííûõ¿ ïåðåìåííûõ [62].

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå âûïóêëîñòè V ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ:

∂2V

∂x2
(a)(h, h) > 0 ∀(a, h) ∈ Rn × (L \ 0), (52)

ãäå L � ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn ðàçìåðíîñòè l. Òîãäà âìåñòî (49) ìîæíî ðàññìîòðåòü
àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ

W (ξ) −→ inf, ξ ∈M, (53)

ãäå M � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê L â Rn (â ñòàíäàðòíî ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè
(x, y) =

∑n
i=1 xiyi ), à W � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì

W (ξ) = inf
h∈L

V (ξ + h). (54)

Òåîðåìà 8. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (50) è (52), òî ôóíêöèÿ (54) ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç êîýðöèòèâíîñòè ôóíêöèè V ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå â ñëîå
ξ+L (∀ ξ ∈M) òî÷êè ãëîáàëüíîãî óñëîâíîãî ìèíèìóìà ξ+h(ξ), ãäå h(ξ) îïðåäåëÿåòñÿ
èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂V

∂hj
(ξ + h) = 0, j = 1, . . . , l (55)

(h1, . . . , hl � êîîðäèíàòû âåêòîðà h îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííîãî áàçèñà
â L ). Óñëîâèå (52) ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïðè ëþáîì ξ è åãî ãëàäêóþ
çàâèñèìîñòü îò ξ (ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè: ÿêîáèàí ëåâîé ÷àñòè (55) ïî ïåðå-
ìåííûì h1, . . . , hl íåâûðîæäåí âñëåäñòâèå (52) ). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ W (ξ) =
V (ξ + h(ξ)) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

Çàìå÷àíèå 4. Ñòðîãî ãîâîðÿ, À. Ïóàíêàðå îïðåäåëÿë ôóíêöèþ W íå ôîðìóëîé
(54), à ñèñòåìîé óðàâíåíèé (55). Ôóíêöèÿ W ïðè ýòîì îïðåäåëÿëàñü ëèøü ëîêàëüíî
(óñëîâèÿ (50) íå áûëî) è ïðåäíàçíà÷àëàñü äëÿ (ëîêàëüíîãî) èññëåäîâàíèÿ áèôóðêàöèè
ýêñòðåìàëåé [62]. Ñìûñë ïåðåõîäà îò (49) ê (53) ñîñòîÿë â çàìåíå ¾ìíîãîìåðíîé¿
çàäà÷è íà ¾ìàëîìåðíóþ¿, êàê áîëåå äîñòóïíóþ.

Ôóíêöèÿ (54), ïîëó÷åííàÿ ïðè óñëîâèÿõ (50) è (52), íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé. Êîîð-
äèíàòû ξj, j = 1, . . . ,m = n − l, âåêòîðà ξ ∈ M îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî áàçèñà {f1, . . . , fm} â M òàêæå íàçûâàþòñÿ êëþ÷åâûìè. Îòîáðàæåíèå
φ : ξ −→ ξ+ h(ξ), ãäå h(ξ) îïðåäåëåíî ñèñòåìîé óðàâíåíèé (55), íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðó-
þùèì èëè ìàðãèíàëüíûì 3.

Òåîðåìà 9. Ìàðãèíàëüíîå îòîáðàæåíèå çàäàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè V è åå êëþ÷åâîé ôóíêöèè
W . Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè íåâûðîæäåííûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïåðåõîäÿò â íåâû-
ðîæäåííûå è òîëüêî íåâûðîæäåííûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè (ñ ñîõðàíåíèåì çíà÷åíèé
èíäåêñîâ Ìîðñà). À ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó âûðîæäåííûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè
èìåþò èçîìîðôíûå ëîêàëüíûå êîëüöà îñîáåííîñòåé.

3 Òåðìèí ¾ìàðãèíàëüíîå îòîáðàæåíèå¿ çàèìñòâîâàí èç òåîðèè ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé, â êîòîðîé
îí èñïîëüçóåòñÿ â áëèçêîì êîíòåêñòå.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îáîáùåííîé ëåììû
Ìîðñà (ëåììû î ðàñùåïëåíèè îñîáåííîñòè).

Îïðåäåëåíèå 4. Ïåðåõîä îò çàäà÷è (49) ê çàäà÷å (53), ãäå W � êëþ÷åâàÿ ôóíê-
öèÿ ôóíêöèè V , íàçûâàåòñÿ ðåäóêöèåé ïî ñõåìå Ïóàíêàðå èëè, áîëåå êðàòêî, ðåäóê-
öèåé Ïóàíêàðå.

5.2. Ðåäóöèðóþùàÿ ñõåìà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà

Ïîäõîä À.Ì. Ëÿïóíîâà è Ý. Øìèäòà ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ ðàáîòàõ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ, ÷òî âïîñëåäñòâèè ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ îáøèðíîé
òåîðèè âåòâëåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé [12], [45]. Â ýòîé òåîðèè ïðîèçîøåë
îòðûâ îò âàðèàöèîííûõ êîðíåé ìåòîäà êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêöèé. Âîçâðàò ê âàðèà-
öèîííûì çàäà÷àì â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè âåòâëåíèÿ ïðîèçîøåë ëèøü â 70-òûå ãîäû
ïðîøåäøåãî ñòîëåòèÿ (ñì. [44], [50], [68], [82]).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàçâèòèå óïîìÿíóòûõ ïîäõîäîâ ïðîèñõîäèëî, â îñíîâíîì, íà
óðîâíå ëîêàëüíûõ çàäà÷ � â âèäå ñõåì ïîñòðîåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ìàëûõ ðåøåíèé,
çàâèñÿùèõ îò ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîòðåáíîñòü â óñëîâèÿõ òèïà ñîáñòâåííîñòè ãðàäè-
åíòíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðè ýòîì íå âîçíèêàëà. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
íåëîêàëüíûõ ðåäóêöèé âìåñòî óñëîâèÿ ñîáñòâåííîñòè îòîáðàæåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü
áîëåå ÷àñòíûå óñëîâèÿ, ïðèâîäÿùèå ê âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ñæàòûõ
îòîáðàæåíèé.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f : E → F , ãäå E, F � áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì ôðåäãîëüìîâûì îòîáðàæåíèåì íóëåâîãî èí-
äåêñà (ñ ïîòåíöèàëîì V ), è íàðÿäó ñ ýòèì âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
a) E ⊂ F ⊂ H � òðîéêà íåïðåðûâíî âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ, H � ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî.
á) E ïëîòíî â H (ëþáîé ýëåìåíò èç H ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïðåäåë ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ èç E).

Èç ïëîòíîñòè E â H ñëåäóåò, ÷òî F òàêæå ïëîòíî â H. Ïëîòíîñòè E â H
îáåñïå÷èâàåò ðàâíîñèëüíîñòü ðàâåíñòâà ∂V

∂x
(x) = 0 óðàâíåíèþ Ýéëåðà f(x) = 0.

Ñâîéñòâî ñîáñòâåííîñòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì
ïðîâåðêè íåëîêàëüíîé ðåäóöèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ. Âïåðâûå îíî áûëî èñïîëüçîâàíî
(êàê óñëîâèå ãëîáàëüíîé ðåäóöèðóåìîñòè) â ðàáîòå [67], â êîòîðîé ñôîðìóëèðîâàíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü ãðàäèåíòíîå îòîáðàæåíèå f : E −→ F ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íûì è ïóñòü ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè (âûïóêëîñòè) åãî
ïîòåíöèàëà V íà ïîäïðîñòðàíñòâå L â E, ÿâëÿþùåìñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíè-
åì ê N = Lin(e1 . . . en) (L = E ∩ N⊥). Òîãäà ìàðãèíàëüíîå îòîáðàæåíèå φ : ξ 7→
n∑

j=1

ξjej +h(ξ), ãäå h(ξ) îïðåäåëåíî óðàâíåíèåì f

(
n∑

j=1

ξjej + h

)
= 0 , h ∈ L , óñòàíàâ-

ëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè êëþ÷å-
âîé ôóíêöèè

W (ξ) := inf
h∈L

V

(
n∑

j=1

ξjej + h

)
= V

(
n∑

j=1

ξjej + h(ξ)

)
,
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è ôóíêöèîíàëà V . Ïðè ýòîì ëîêàëüíûå êîëüöà îñîáåííîñòåé 4 ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôóíêöèé â òî÷êàõ ξ è φ(ξ) èçîìîðôíû. Â ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó îäíîêðàòíûõ
êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå èíäåêñîâ Ìîðñà 5.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûìè ïðèåìàìè, ðàçðàáîòàííûìè â êîíå÷íî-
ìåðíîé òåîðèè îñîáåííîñòåé ãëàäêèõ ôóíêöèé [4], [11] è ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ
íà ôðåäãîëüìîâû îòîáðàæåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ áàíàõîâûõ ìíîãîîáðàçèé è ôðåä-
ãîëüìîâû ôóíêöèîíàëû.

Îïðåäåëåíèå 5. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà a ôóíêöèè W : U ⊂ Rn → R íàçûâàåòñÿ
íåâûðîæäåííîé (ìîðñîâñêîé), åñëè

det

(
∂2W

∂x2
(a)

)
̸= 0.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü V : E → R � ãëàäêèé ôðåäãîëüìîâ ôóíêöèîíàë, E � áà-
íàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà a ôóíêöèîíàëà V íàçûâàåòñÿ íåâûðîæ-
äåííîé (ìîðñîâñêîé), åñëè

∂f

∂x
(a)h ̸= 0 , ∀ h ∈ E\{0}.

Ëåììà 2. (Êîíå÷íîìåðíàÿ ëåììà Ìîðñà, [55], [60]) Ïóñòü a � íåâûðîæ-
äåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ãëàäêîé ôóíêöèè W : Rn → R. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè U ⊂ Rn òî÷êè a ìîæíî óêàçàòü òàêóþ ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò {xj},
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ xj(a) = 0 ∀ j , ÷òî

W (x) = W (a)−
q∑

k=1

x2k +
n∑

k=q+1

x2k íà U .

×èñëî q íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì Ìîðñà êðèòè÷åñêîé òî÷êè.

Ëåììà 3. (Áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ëåììà Ìîðñà, [76]) Ïóñòü çàäàí ôðåäãîëüìîâ
ôóíêöèîíàë V ñ ãðàäèåíòíîé ðåàëèçàöèåé â òðîéêå ïðîñòðàíñòâ {E,F,H}, è xo ∈ E
� íåâûðîæäåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà V . Òîãäà ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì φ :
(U , xo) → (O, 0) , ãäå U è O � îêðåñòíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè xo è íóëÿ â
E, òàêîé, ÷òî

V (x) = V (xo) +
1

2

⟨∂f
∂x

(xo)y, y
⟩
, y = φ(x), x ∈ U , f = grad V

(⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H).

Èíäåêñîì Ìîðñà íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ôóíêöèîíàëà V íàçûâàåò-
ñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí
âòîðîé äèôôåðåíöèàë ∂2V

∂x2 (a)(h, h).

4Ëîêàëüíîå êîëüöî îñîáåííîñòè ãëàäêîãî ôóíêöèîíàëà V â êðèòè÷åñêîé òî÷êå a îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ôàêòîð êîëüöà ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèîíàëîâ â òî÷êå a ïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ôóíêöèîíàëàìè
âèäà α(f(x)), ãäå a � ïðîèçâîëüíûé ãëàäêèé ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ â ïðîñòðàíñòâå F (f = gradHV ).

5Èíäåêñ Ìîðñà â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïîäïðî-
ñòðàíñòâà, íà êîòîðîì îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí âòîðîé äèôôåðåíöèàë.
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Òåìà �6

Îáùàÿ çàäà÷à î áèôóðêàöèè ýêñòðåìàëåé

6.1. Âûïóêëûå ôóíêöèîíàëû è ïðèáëèæåíèÿ Ãàëåðêèíà-Ðèòöà

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíîé òåîðåìîé Ýáåðëåéíà-Øìóëüÿíà [31], íåïðåðûâíûé ñòðî-
ãî âûïóêëûé ôóíêöèîíàë V íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH, ðàññìîòðåííûé íà îãðà-
íè÷åííîì çàìêíóòîì âûïóêëîì ïîäìíîæåñòâå K ⊂ H, èìååò òî÷êó ìèíèìóìà (àâòî-
ìàòè÷åñêè åäèíñòâåííóþ). Î÷åâèäíî, ÷òî âìåñòî óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè K ìîæíî
ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ êîýðöèòèâíîñòè ôóíêöèîíàëà:

V (x) → ∞ ïðè ∥x∥ → ∞,

òàêæå âëåêóùåå ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîé òî÷êè ìèíèìóìà.
Â êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ïîèñê ïðèáëèæåíèé ê òî÷êå ìèíèìóìà ÷àñòî

îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäîâ Ãàëåðêèíà è Ðèòöà [16], [45], [52], [56].
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ïîèñê ðåøåíèé ìíîãèõ âàðèàöèîííûõ

êðàåâûõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ òî÷åê ìèíèìóìà âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà íà
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, çàäàííîãî â âèäå

V (x) =
1

2
⟨Ax, x⟩+ ω(x), (56)

ãäå ⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H0, â êîòîðîå H
âëîæåíî íåïðåðûâíî, êîìïàêòíî è âñþäó ïëîòíî. Ïðè ýòîì A � ïîëîæèòåëüíûé ñèì-
ìåòðè÷íûé (â ⟨·, ·⟩) èçîìîðôèçì èç H íà H0, à ω(x) � ãëàäêèé ôóíêöèîíàë, ãðàäèåíò
êîòîðîãî g(x) := gradω(x) (â ⟨·, ·⟩) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì èç H
â H0. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèîíàë (56) ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà ýíåðãåòè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî H1, ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì H â íîðìå (ñì. [56])

|x|1 :=
√
⟨Ax, x⟩,

òî ôóíêöèîíàë (56) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

1

2
⟨x, x⟩1 + ω̃(x), ⟨x, y⟩1 := ⟨Ax, y⟩, (57)

ãäå ω̃ � ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå íà H1 ôóíêöèîíàëà ω. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ãðàäèåíòà â H1:

gradH1
V (x) = x+ g̃(x), g̃(x) = A−1g(x). (58)

Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà, ïðîäîëæåííîãî â ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì â ôîðìå Ëåðå-Øàóäåðà.

Åñëè çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ îðòîïðîåêòîðîâ {Pn} âH1, ñèëüíî
ñõîäÿùóþñÿ ê I (òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ), òî, î÷åâèäíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îòîáðàæåíèé x+Png̃(x) áóäåò ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ ê x+g̃(x) íà ëþáîé îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè â H1, ÷òî âëå÷åò ñõîäèìîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé

x+ Png̃(x) = 0, x ∈ H1 ,

ê òî÷êå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà V . Òàê êàê ëþáîå ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ
ïðèíàäëåæèò En := Im Pn, òî ïîèñê åãî ðåøåíèé ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ðåøåíèé ãàëåð-
êèíñêîé àïïðîêñèìàöèè äàííîãî óðàâíåíèÿ :

u+ Png̃(u) = 0, u ∈ En . (59)
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Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (59) ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè

WR(u) := V (u), u ∈ En ,

è íàçûâàåòñÿ ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèåé èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëà V .
Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå òî÷åê ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà V ìîæíî îñóùåñòâëÿòü,

êîìáèíèðóÿ ïåðåõîä ê ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè WR ñ ìåòîäîì êðàò÷àéøåãî ñïóñêà
äëÿ WR.

6.2. Ïîòåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè

Âàæíûì òèïîì óðàâíåíèé, ÷àñòî âñòðå÷àþùèìñÿ â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâî óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì:

f(x, λ) = b, x ∈ E, b ∈ F, λ ∈ Rk.

Òî åñòü f âêëþ÷åíî â f(x, λ) : U × Rk → F, f(x, 0) = f(x), � ñåìåéñòâî ãëàäêèõ
ôðåäãîëüìîâûõ îòîáðàæåíèé, ãëàäêî çàâèñÿùåå îò âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà λ ∈ Rm.
Åñëè îòîáðàæåíèå f(·, λ) ïîòåíöèàëüíî ñ ïîòåíöèàëîì V (·, λ), òî ïîòåíöèàë òàêæå
ãëàäêî çàâèñèò îò äàííîãî ïàðàìåòðà. Â òàêîé ñèòóàöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíè-
êàåò ïîíÿòèå áèôóðêàöèè ýêñòðåìàëåé è, ñîîòâåòñòâåííî, áèôóðêàöèîííîãî çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü λ = λ0 � òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì a
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèîíàëà V (x, λ) â íåêîòîðîé îá-
ëàñòè Ω ⊂ E. Çíà÷åíèå λ0 íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîííûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0
íàéäåòñÿ òàêîå λ1, ∥λ1 − λ0∥ < ε, ïðè êîòîðîì V èìååò â Ω íå ìåíåå äâóõ êðèòè-
÷åñêèõ òî÷åê a1, a2, òàêèõ, ÷òî

max {∥a1 − a∥ , ∥a2 − a∥} < ε .

Â óñëîâèÿõ äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ãîâîðÿò, ÷òî ïåðåõîä λ ÷åðåç (áèôóðêàöèîííîå)
çíà÷åíèå λ0 ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîæäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ýêñòðåìàëåé èç íóëÿ.

Çàäà÷à èçó÷åíèÿ âåòâëåíèÿ ýêñòðåìàëåé âáëèçè òî÷êè áèôóðêàöèè øèðîêî èçâåñò-
íà ïîä îáùèì íàçâàíèåì ¾çàäà÷à î áèôóðêàöèè ýêñòðåìàëåé¿. Âàæíåéøåé ñîñòàâëÿ-
þùåé ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ êàóñòèêè, ñîîòâåòñòâó-
þùåé òî÷êå áèôóðêàöèè.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü çàäàíà ôðåäãîëüìîâà Cr−ðàçâåðòêà

f(·, δ) : E → F, δ ∈ ∆m ⊂ Rm.

Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â E. Äèñêðèìèíàíòíûì ìíîæåñòâîì Σ(Ω)
óðàâíåíèÿ

f(x, δ) = 0 x ∈ Ω (60)

íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òåõ çíà÷åíèé λ = λ̄, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå (60) èìååò â
Ω âûðîæäåííîå ðåøåíèå x̄:

f(x̄, λ̄) = 0 codim

(
Im
∂f

∂x
(x̄, λ̄)

)
> 0.
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Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü Σ̃(Ω)λ̄ � ðîñòîê ìíîæåñòâà Σ(Ω) â òî÷êå λ̄. Òîãäà ïå-
ðåñå÷åíèå

Σ(x̄, λ̄) =
∩

Ω: x̄∈Ω

Σ̃(Ω)λ̄

íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòíîé äèàãðàììîé óðàâíåíèÿ (60) â òî÷êå (x̄, λ̄).
Åñëè (60) � âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (f = gradV ), òî Σ(x̄, λ̄) íàçûâàåòñÿ êàóñòè-

êîé ôóíêöèîíàëà V â òî÷êå x̄.

6.3. Îáùèé âçãëÿä íà êîíå÷íîìåðíóþ ðåäóêöèþ â âàðèàöèîíîé çàäà÷å

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü V � ãëàäêèé ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà îáëàñòè Ω áà-
íàõîâà ïðîñòðàíñòâà E. Êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèåé V íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå
Ψ ⊂ Ω íàçûâàåòñÿ òðîéêà {p, φ,N}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(1) Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå p : Ψ → N (N � êîíå÷íîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå) ÿâëÿåò-
ñÿ ñóáìåðñèåé (òî åñòü êàæäûé äèôôåðåíöèàë êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ∂p

∂x
(a) :

Ta(Ψ) → Tξ(N) ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ¾íà¿).
(2) ∀ ξ ∈ U = p(Ψ) ôóíêöèîíàë Vξ = V |p−1(ξ) èìååò åäèíñòâåííóþ, ïðè÷åì íåâûðîæ-
äåííóþ, êðèòè÷åñêóþ òî÷êó φ(ξ) (÷òî îçíà÷àåò íåâûðîæäåííîñòü âòîðîãî äèôôå-
ðåíöèàëà

∂2

∂x2
(V |p−1(ξ))(φ(ξ))(h, h),

h ∈ Tφ(ξ)(p
−1(ξ)), êàê êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå).

(3) Îòîáðàæåíèå φ : U → Ψ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.

Îòîáðàæåíèå p íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðóþùåé ñóáìåðñèåé. Ðàçìåðíîñòüþ ðåäóêöèè
íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü îáðàçà ðåäóöèðóþùåé ñóáìåðñèè.

Îïðåäåëåíèå 11. Ôóíêöèÿ W : U → R, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

W (ξ) = V (φ(ξ)), ξ ∈ U , (61)

íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé, à îòîáðàæåíèå φ � ìàðãèíàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 12. Åñëè ∀ ξ ∈ N òî÷êà φ(ξ) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíê-
öèîíàëà Vp−1(ξ), òî ðåäóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé.

Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé ðåäóêöèè êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

W (ξ) = inf
x:p(x)=ξ

V (x) = V (φ(ξ)). (62)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ôóíäàìåíòàëüíîå óòâåðæäåíèå [68]:

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü {p, φ,N} � ýëëèïòè÷åñêàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ðåäóêöèÿ ãëàä-
êîãî ôóíêöèîíàëà V íà îáëàñòè Ω ãëàäêîãî áàíàõîâà ìíîãîîáðàçèÿ M . Òîãäà ìàðãè-
íàëüíîå îòîáðàæåíèå φ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó ìíîæåñòâàìè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êëþ÷åâîé ôóíêöèè W è ôóíêöèîíàëà V . Ïðè
ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó êðèòè÷åñêèå òî÷êè îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ëèáî
âûðîæäåííûìè, ëèáî íåò. Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷å-
ñêèå òî÷êè èìååò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ Ìîðñà.
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Âñå òîïîëîãè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, òàê èëè èíà÷å õàðàêòåðèçóþùèå òèï
ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (êðàòíîñòü, ëîêàëüíîå êîëüöî îñîáåííîñòè, âåðñàëüíàÿ äåôîðìà-
öèÿ, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è ò.ï. [4], [61]), äëÿ ôóíêöèîíàëîâ ìîæíî ââîäèòü
÷åðåç êëþ÷åâûå ôóíêöèè.

6.4. Ëîêàëüíàÿ âàðèàöèîííàÿ ñõåìà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà

Âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî ôîðìóëèðîâàíèå óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè è íåâûðîæäåí-
íîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè äëÿ Vξ = V |p−1(ξ) ïðîùå îñóùåñòâèòü ëîêàëüíî � â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Ñäåëàåì ýòî íà ïðèìåðå øèðîêî èçâåñòíîé ñõåìû êî-
íå÷íîìåðíîé ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.

Êàê è ðàíåå, áóäåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíî ïîòåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå f :
U → F (ñ ïîòåíöèàëîì V ), ãäå U � îáëàñòü áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E (E, F � áàíà-
õîâû ïðîñòðàíñòâà), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì íóëåâîãî èíäåêñà, è íàðÿäó ñ
ýòèì âûïîëíåíû ¾òåõíè÷åñêèå óñëîâèÿ¿: E ⊂ F ⊂ H � òðîéêà íåïðåðûâíî âëîæåí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ (H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî); E ïëîòíî â H (èç ïëîòíîñòè E â
H ñëåäóåò ïëîòíîñòü F â H).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå ãëàäêóþ çàâèñèìîñòü f îò ïàðàìåòðà λ ∈ Rm (¾ïî
óìîë÷àíèþ¿). Ïóñòü, äàëåå, A(λ) := ∂f

∂x
(0, λ) è dimN = n > 0 , ãäå N = KerA(λ0) .

Íàëîæèì òàêæå äâà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ :
1) â N çàôèêñèðîâàí îðòîíîðìèðîâàííûé (â H) áàçèñ {ej}nj=1 , âìåñòå ñ íàáîðîì ãëàä-
êèõ (ñïåêòðàëüíûõ) ôóíêöèé {αj(λ)}nj=1, αj(λ0) = 0 , îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ U(0) ⊂ Rm, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

A(λ) ej = αj(λ) ej ∀ j , (Mod)

2) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

⟨A(λ) v, v⟩ > 0 ∀v ∈ E ∩N⊥ , v ̸= 0. (Pos)

Âåêòîðû e1 , e2 , . . . en íàçûâàþòñÿ âåäóùèìè ìîäàìè áèôóðêàöèé.

Çàôèêñèðóåì äàëåå ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ

E = N u E∞−n, F = N u F∞−n,

ãäå E∞−n è F∞−n � ïðÿìûå îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ ê N â E è F .
Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x ∈ E èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

x = u+ v, u =
n∑

j=1

ξjej, v ∈ E∞−n , ξj = ⟨x, ej⟩ ,

à òàêæå ïðåäñòàâëåíèå
f(x, λ) = fn(x, λ) + f∞−n(x, λ),

ãäå

fn(x, λ) =
n∑

i=1

fj(x, λ)ej , fj(x, λ) = ⟨f(x, λ), ej⟩ ,

f∞−n(x, λ) := f(x, λ)− fn(x, λ) ∈ F∞−n.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà V (x, λ) áëèçè íóëÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòå-
ìîé äâóõ óðàâíåíèé

fn(u+ v, λ) = 0 ,
f∞−n(u+ v, λ) = 0 .

}
(63)
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Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ
∂f∞−n

∂v
(0, λ) : E∞−n → F∞−n

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (â ñèëó óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè (Pos)), òî ïîëó÷èì, ïî òåî-
ðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, ñóùåñòâîâàíèå ÿâíîé çàâèñèìîñòè

v = Φ(u, λ)

(â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè O×U ⊂ E∞−n ×Rn íóëÿ), äëÿ êîòîðîé Φ(0, λ0) = 0
è

f∞−n(u+ Φ(u, λ), λ) = 0 ∀ u ∈ On .

Çëåñü è íèæå ïîëàãàåì O = O n ×O∞−n .
Îòîáðàæåíèå Φ : O n → E∞−n ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.
Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x, λ)=0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 äîñòà-

òî÷íî íàéòè ðåøåíèÿ u = u(λ) êëþ÷åâîãî óðàâíåíèÿ

fn(u+ Φ(u, λ), λ) = 0. (64)

Ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèå çàäàåòñÿ ñâÿçûâàþùèì ñîîòíîøåíèåì

x(ξ, λ) = u(λ)(ξ) + Φ(u(λ)(ξ), λ) . (65)

Îïðåäåëåíèå 13. Îòîáðàæåíèå τ : On → F n, ãäå

τ(u, λ) = fn(u+ Φ(u, λ), λ),

íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè óðàâíåíèå (60) èñïîëüçóåòñÿ â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

θ(ξ, λ) = 0. (66)

θ(ξ, λ) = (θ1(ξ, λ) , θ2(ξ, λ) , . . . , θn(ξ, λ) , ) , θk(ξ, λ) = ⟨τ(u(ξ), λ), ek⟩ .

Òåîðåìà 11. Ñïðàâåëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

inf
v : v∈O∞−n

V (u+ v) = V (u+ Φ(u, λ), λ) . (67)

Äîêàçàòåëüñòâî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè çàìåòèòü, ÷òî âáëèçè íóëÿ ýêñòðå-
ìàëè ôóíêöèîíàëà V (u+v) ïî v îïðåäåëÿþòñÿ âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
(63).

Îòîáðàæåíèå

τ : Rn −→ Rn τ (u, λ) := fn(u+ Φ(u, λ), λ) ,

íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì îòîáðàæåíèåì. Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå

τ (u , λ) = 0

íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì óðàâíåíèåì.
ÔóíêöèÿW (u, λ) := V (u+Φ(u, λ), λ) íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèåé ôóíêöèîíàëà

V (x, λ) âáëèçè íóëÿ.
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Òåîðåìà 12. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

gradW (u, λ) = τ (u , λ) (68)

Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Çàìå÷àíèå 5. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé áîëåå óäîáíà êîîðäèíàòíàÿ ôîðìà
êëþ÷åâîé ôóíêöèè

Ŵ (ξ , λ) := W (u(ξ) + Φ(u(ξ) , λ), λ) (69)

6.5. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå êëþ÷åâîé ôóíêöèè

Îïèøåì îäíó ïðàêòè÷åñêóþ ñõåìó ëîêàëüíîé ðåäóêöèè [68]. Ôóíêöèÿ W (ξ, λ) =

V

(
n∑

j=1

ξjej(λ) + Φ(ξ, λ), λ

)
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå Φ(ξ, λ) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé

äëÿ ôóíêöèîíàëà V (x, λ), à åå ãðàäèåíò ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì îòîáðàæåíèåì äëÿ óðàâ-
íåíèÿ f(x, λ) = 0.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè W ÷àñòî äîñòàòî÷íî îãðàíè-
÷èòüñÿ íåñêîëüêèìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ W â ðÿä Òåéëîðà. Îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî
îòáðàñûâàíèå ¾òåéëîðîâñêîãî õâîñòà¿ íå èçìåíÿåò òîïîëîãèþ áèôóðêàöèîííûõ äèà-
ãðàìì è ñòðóêòóðó bif -ðàñêëàäîâ, ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå òåîðåì î êîíå÷íîé îïðåäå-
ëåííîñòè ðîñòêîâ îòîáðàæåíèé è èõ äåôîðìàöèé [4]. Ðàññìîòðèì òåéëîðîâñêîå ðàçëî-
æåíèå ïîòåíöèàëà V äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

V (x, λ) = const+
1

2
⟨A(λ)x, x⟩H + V

(3)
λ (x) + V

(4)
λ (x) + o(∥x∥4),

ãäå A(λ) = ∂f
∂x
(0, λ), V

(3)
λ è V (4)

λ � îäíîðîäíûå ôîðìû òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ
íà E. Äëÿ ÷åòíîãî ôóíêöèîíàëà V (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, íå÷åòíîãî îòîáðàæåíèÿ
f) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

W (ξ, λ) = const+
1

2

n∑
j=1

αj(δ)ξ
2
j +W

(4)
R (ξ) +O(|λ|)O(|ξ|4) +O(|ξ|6) , (70)

ãäå W
(4)
R (ξ) = V

(4)
0 (

n∑
j=1

ξjej).

6.6. Ðåäóêöèÿ â ñëó÷àå ñèììåòðèè ïàðàëëåëåïèïåäà (ïî ìîäàì áèôóð-
êàöèè)

Ïóñòü íà H çàäàí íàáîð èíâîëþöèé {Jk}nk=1 òàêèõ, ÷òî
1) Jk(E) ⊂ E, Jk(F ) ⊂ F, k = 1, . . . , n,
2) Jk(ek(λ)) = −ek(λ), Jk(ej(λ)) = ej(λ), k ̸= j. È ïóñòü ïîòåíöèàë V (·, λ) èíâàðè-
àíòåí îòíîñèòåëüíî Jk:

V (Jk(x), λ) = V (x, λ), k = 1, . . . , n, ∀ x, λ , (71)

(óñëîâèå ñèììåòðèè ïàðàëëåëåïèïåäà). Òîãäà êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ W (ξ, λ) ÷åòíà ïî
êàæäîé ïåðåìåííîé ξj è, ñëåäîâàòåëüíî, å¼ òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä [68]:

W (ξ, λ) = const+W
(2)
λ (ξ) +W

(4)
λ (ξ) + o(|ξ|5),
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ãäå W (2)
λ è W (4)

λ � ôîðìû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ, ÷åòíûå ïî ξj.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷åòíîãî ïîòåíöèàëà V ñ äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèåé ïàðàë-

ëåïèïåäà èìååì ïðåäñòàâëåíèå

const+
1

2

n∑
j=1

αj(λ)ξ
2
j +W

(4)
R (ξ, 0) +O(|λ|)O(|ξ|4) +O(|ξ|6), (72)

ãäå W (4)
R (ξ, 0) = V

(4)
0

(
n∑

j=1

ξjej

)
. Åñëè

V
(4)
0 (x) = V(4)

0 (x, x, x, x)

(V(4)
0 (x, y, z, t) � ñèììåòðè÷íàÿ 4-ëèíåéíàÿ ôîðìà), òî, ñ ó÷åòîì âñåõ ñèììåòðèé, ïî-

ëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

W
(4)
R (ξ) =

n∑
k=1

V
(4)
0 (ek)ξ

4
k + 6

n∑
i<j

V(4)
0 (ei, ei, ej, ej)ξ

2
i ξ

2
j . (73)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 3 èìååì

W
(4)
R (ξ) =

3∑
k=1

Akξ
4
k +

3∑
i<j

Bi,jξ
2
i ξ

2
j .

6.7. Ðåäóêöèÿ êàê ðàçíîâèäíîñòü íåëèíåéíîé ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìà-
öèè

Îïðåäåëåíèå 14. Ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèåé [68] ôóíêöèîíàëà V, çàäàííîãî
íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Å, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

WR(ξ) = V

(
n∑

j=1

ξj ej

)
, ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn)

⊤,

ãäå {e1, e2, ..., en} � íåêîòîðûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð ôóíêöèé èç E (áàçèñ àï-
ïðîêñèìàöèè).

Ýêñòðåìàëÿì ξ̄ = (ξ̄1, ..., ξ̄n) ôóíêöèè W ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè x̄ =
n∑

i=1

ξ̄i ei, íàçû-

âàåìûå ðèòöåâñêèìè àïïðîêñèìàöèÿìè ýêñòðåìàëåé V .
Òî÷íîñòü ðèòöåâñêèõ àïïðîêñèìàöèé ïîâûøàåòñÿ ëèøü çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîëè-

÷åñòâà áàçèñíûõ ôóíêöèé. Åñëè, îáîáùàÿ, ðàññìîòðåòü ¾íåëèíåéíûå¿ àïïðîêñèìàöèè
âèäà

W (ξ) = V

(
n∑

j=1

ξj ej + Φ(ξ)

)
,

ãäå Φ � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå èç N := Lin(e1, ..., en) â N⊥ (îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
ê N â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ñ ñóììèðóåìûì êâàäðàòîì), òî âî ìíîãèõ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷àõ ìîæíî äîñòèãíóòü ëþáîé àïïðîêñèìàòèâíîé òî÷íîñòè ïðè àïðèîðè
çàôèêñèðîâàííîì íàáîðå áàçèñíûõ ôóíêöèé è, ñëåäîâàòåëüíî, àïðèîðè îãðàíè÷åííîì
êîëè÷åñòâå ñòåïåíåé ñâîáîäû àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñõåìó Ëÿïóíîâà-Øìèäòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàç-
íîâèäíîñòü íåëèíåéíîé ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè.
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Òåìà �7.

Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê è ýéëåðîâ ñòåðæåíü
(ïðîäîëæåíèå)

7.1 Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà
Êàê èçâåñòíî, àíàëèç ïðîãèáîâ òîíêîãî óïðóãîãî ñòåðæíÿ â ýéëåðîâîé ìîäåëè ñâî-

äèòñÿ ê àíàëèçó ýêñòðåìàëåé (êðèòè÷åñêèõ òî÷åê) åãî ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè (ñ ïðî-
ìàñøòàáèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè)

V :=

1∫
0

(
ψ̇2

2
+ λ(cos(ψ)− 1) + q ψ

)
ds . (74)

Åãî ýêñòðåìàëè îïðåäåëÿþòñÿ (ìîäåëüíîé) êðàåâîé çàäà÷åé

f(ψ) :=
d2ψ

ds2
+ λ sin(ψ) = q, ψ(0) = ψ(1) = 0 , (75)

ïðåäåëÿþùåé ïðîãèáû ñòåðæíÿ. Çäåñü ψ = ψ(s) � óãëîâàÿ ôóíêöèÿ, s � ïàðàìåòð
äëèíû ñòåðæíÿ (0 ≤ s ≤ 1), q = q(s) � ôóíêöèÿ íåñîâåðøåíñòâà (¾îòâå÷àþùàÿ¿
çà íà÷àëüíûé ïðîãèá ñòåðæíÿ â íåíàãðóæåííîì ñîñòîÿíèè). Êðàåâûå óñëîâèÿ âûðà-
æàþò æåñòêîå çàêðåïëåíèå ñòåðæíÿ íà êîíöàõ (óñëîâèå ñîõðàíåíèå âåðòèêàëüíîñòè
êàñàòåëüíîãî âåêòîðà íà êîíöàõ ñòåðæíÿ).

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìîæíî ïîëîæèòü

q = q1e1 + q2e2, (76)

ãäå
e1 =

√
2 sin(πs), e2 =

√
2 sin(2πs)

� ïåðâàÿ è âòîðàÿ ìîäû ïðîãèáà, îòâå÷àþùèå ïåðâûì äâóì êðèòè÷åñêèì íàãðóçêàì
π2 è 4π2. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü òðîéêó E ⊂ F ⊂ H íåïðåðûâíî âëîæåííûõ
ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðîé

E = {x ∈ C2([0, 1], R) : x(0) = x(1) = 0},

F = C2([0, 1], R), H = L2([0, 1], R).

Ïåðâûì åñòåñòâåííûì øàãîì â íåëîêàëüíîì àíàëèçå ïðîãèáîâ, îòâå÷àþùèì, â
÷àñòíîñòè, íà âîïðîñ î çàâèñèìîñòè êîëè÷åñòâà è õàðàêòåðà ðåøåíèé îò çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ, ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå êàóñòèêè ôóíêöèîíàëà V (ìíîæåñòâà çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò âûðîæäåííûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèîíà-
ëà). Íèæå áóäåò äàíî îïèñàíèå ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ ïðèáëèæåííîãî èçîáðàæåíèÿ
ïëîñêèõ ñå÷åíèé êàóñòèêè.

Ïðè λ < (n + 1)2π2 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ãëîáàëüíî ðåäóöèðóþùåé ñèñòåìîé
ôóíêöèîíàëîâ (êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ) â âèäå ñîâîêóïíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
ïî ìîäàì ïðîãèáîâ: pk(x) = ⟨ek, x⟩ , k = 1, . . . , n , ek =

√
2 sin(π k s) (ñõåìà Ëÿïóíîâà-

Øìèäòà) [27].
Åñëè ïðåäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â îïåðàòîðíîì âèäå

f(x) = q ,
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òî ïðè n = 2 ñõåìà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ îïåðàòîðíûõ óðàâíå-
íèé

A1 (u) + λP 2 (sin(u+ v)) = q1e1 + q2e2,
A2(v) + λP∞−2 (sin(u+ v)) = 0,

}
(77)

ãäå P 2, P∞−2 � ïàðà îðòîïðîåêòîðîâ (â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè èç H) íà E2 è E∞−2,
ñîîòâåòñòâåííî, à A1 = A|E2 , A2 = A|E∞−2 � ñîîòâåòñòâóþùèå ñóæåíèÿ îïåðàòîðà A.
Äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîñëåäíåé ñèñòåìû èìååò ìåñòî îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ïî
v ïðè êàæäîì u ∈ E2. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (ïðèáëèæåííîãî) äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ (ðåøåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (77)) â ÿâíîì âèäå v = Φ(u)
ïîëó÷àåì êëþ÷åâóþ ôóíêöèþ W (u) = V (u+ Φ(u)).

Âû÷èñëåíèå ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ v =
Φ(u) âîçìîæíî íà îñíîâå ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Çàïèøåì âìåñòî âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (77) ýêâèâàëåíòíîå åìó óðàâíåíèå

y + g(y, u, λ) = 0 , (78)

ãäå
g(y, u, λ) := λP∞−2 (sin (u+G(y))) = 0 ,

êîòîðîå áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ïîäïðîñòðàíñòâå L := N⊥ ïðîñòðàíñòâà H. Çäåñü
G := (A2)

−1 � îïåðàòîð Ãðèíà äëÿ êðàåâîé çàäà÷è ẍ = q, x(0) = x(1) = 0, ñóæåííûé
íà ïîäïðîñòðàíñòâî L.

Òåîðåìà 13. Ïðè λ < 9π2 îòîáðàæåíèå g(·, u, λ) : L −→ L ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþ-
ùèì (ñ êîíñòàíòîé ñæàòèÿ, íå çàâèñÿùåé îò u).

Äîêàçàòåëüñòâî ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ èçâåñòíûõ íåðàâåíñòâ:

| sin(a)− sin(b)| ≤ |a− b|,

1∫
0

ẍ2ds ≥ 81π4

1∫
0

x2ds ∀x ∈ L.

Êàê è â ñëó÷àå ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè, êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ è åå ïðèáëèæå-
íèÿ ëèíåéíî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ q1, q2. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ïàðàìåòðû íå âõîäÿò â
óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà P (ìíîæåñòâà òî÷åê, â êîòîðûõ âûðîæäàåòñÿ
âòîðîé äèôôåðåíöèàë). Ïîñòðîåííîå íà ýòîé îñíîâå ïàðàáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî (äëÿ
ïðèáëèæåííîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè, ïðè íåêîòîðîì m) ïðåîáðàçóåòñÿ çàòåì â ïëîñ-
êîñòü ïàðàìåòðîâ q1, q2 ãðàäèåíòíûì îòîáðàæåíèåì, ÷òî â èòîãå è äàåò ïðèáëèæåííîå
ïîñòðîåíèå êàóñòèêè.

Èçîáðàæåíèÿ ïðîãèáîâ íà ðèñóíêå 2 (èç ïåðâîãî ðàçäåëà) ïîëó÷åíû ïîñðåäñòâîì
ïðèìåíåíèÿ ïðåäñòàâëåííîé çäåñü âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû.

7.2 Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ìîðñà-Áîòòà
Â îáùåì ñëó÷àå ïåðåõîä ê êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å âûãëÿäèò (äëÿ àáñòðàêòíîé âà-

ðèàöèîííîé çàäà÷è V (x) −→ extr) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà
ðåäóöèðóþùèõ ôóíêöèîíàëîâ pi : E −→ R (c ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ãðàäèåíòàìè â
êàæäîé òî÷êå), ïîñðåäñòâîì êîòîðîé ñîâåðøàåòñÿ ïåðåõîä (ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ
òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà [27]) ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè

W (ξ1, . . . , ξn) = inf
x:pi(x)=ξi

V (x) . (79)
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Ñèñòåìà P íàçûâàåòñÿ òàêæå ñèñòåìîé êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ôóíêöèîíàëà V .
Âñå òîïîëîãè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, òàê èëè èíà÷å õàðàêòåðèçóþùèå

òèï ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (èíäåêñ Ìîðñà, êðàòíîñòü, ëîêàëüíîå êîëüöî îñîáåííîñòè,
âåðñàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è ò.ï.) äëÿ èñõîäíîãî ôóíêöèî-
íàëà, íàñëåäóþòñÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèåé.

Àíàëèç ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ýéëåðîâà ñòåðæíÿ â ñëó÷àå q1 = q2 = 0 λ < 4π2 ìîæ-
íî îñóùåñòâèòü (ïðè íàãðóçêå ïðîäîëüíîãî ñæàòèÿ, íå ïðåâûøàþùåé âòîðîãî êðèòè-
÷åñêîãî çíà÷åíèÿ) ÷åðåç êîíå÷íîìåðíóþ ðåäóêöèþ Mîðñà-Áîòòà ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè
W

W (ξ, λ) := inf
τ :φ(1/2)=ξ

Ṽ (φ, λ), ξ ∈ S2. (80)

Â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì, è êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ
äîïóñêàåò òî÷íîå ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ôóíêöèÿ (80) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è å¼ êðèòè÷å-
ñêèå òî÷êè âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò êðèòè÷åñêèì òî÷êàì V íà R2,
ñ ñîõðàíåíèåì çíà÷åíèé èíäåêñîâ Ìîðñà è òèïîâ ëîêàëüíûõ êîëåö îñîáåííîñòåé.

Ìàðãèíàëüíîå îòîáðàæåíèå ξ 7−→ φ(ξ) ïîëó÷àåòñÿ ñêëåéêîé ðåøåíèé ψ1(s) è ψ2(s)
óðàâíåíèÿ

ψ̈ + λ sinψ = 0, (81)

îòâå÷àþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì

ψ1(0) = 0, ψ1(1/2) = η, ψ2(1/2) = η, ψ2(1) = 0, η = arccos⟨ξ, r3⟩.

Ïðîèçâåäÿ â óðàâíåíèè ðàâíîâåñèÿ ñòàíäàðòíóþ ïîäñòàíîâêó [59]

ψ = 2arcsin(k sinu), (82)

ãäå k � êîíñòàíòà, 0 < k < 1, ïîëó÷èì, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

u̇ = λ1/2(1− k2 sin2 u)1/2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
u(s) = am(

√
λs; k), (83)

ãäå am(
√
λs; k) � òàê íàçûâàåìàÿ àìïëèòóäà, ïîëó÷åííàÿ îáðàùåíèåì ýëëèïòè÷åñêî-

ãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà (â íîðìàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå Ëåæàíäðà)

√
λs = F (u; k) :=

u∫
0

dy

(1− k2 sin2 y)1/2
.

Èç (82) è (83) ïîëó÷àåòñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ

ψ1(s) = 2 arcsin
(
k sn(

√
λs; k)

)
,

ãäå
sn(τ ; k) := sin am(τ ; k)

� ýëëèïòè÷åñêèé ñèíóñ. Äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ψ1 èìååì ïðåäñòàâëåíèå

ψ̇1(s) = 2
√
λ cn(

√
λs; k),

ãäå cn(τ ; k) := cos am(τ ; k) � ýëëèïòè÷åñêèé êîñèíóñ.
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Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ëàãðàíæèàíà

L =
ψ̇2

2
− λ(cosψ − 1)

íà ðåøåíèè ψ1(s) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

L = 2λk2(cn2(
√
λs; k)− sn2(

√
λs; k)) = 2λk2(2cn2(

√
λs; k)− 1).

Ðåøåíèå ψ2 óðàâíåíèÿ (82) ïîëó÷àåòñÿ òåïåðü ïðîäîëæåíèåì ψ1(s) ñ èíòåðâàëà [0, 1/2]
íà èíòåðâàë [1/2, 1] ïî ñèììåòðèè: ψ2(s) = ψ1(1− s). Ñëåäîâàòåëüíî,

1∫
0

L ds = 2

1/2∫
0

L ds,

è äëÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè (80) ïîëó÷àåì ãëîáàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

W̃ (k, λ) = 4λk2

2

1/2∫
0

cn2(
√
λs; k; ds− 1

2


(êëþ÷åâûì ïàðàìåòðîì çäåñü ñëóæèò ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàìåòð k).

Íà ðèñóíêàõ 6, 7 ïðèâåäåíû ïðèáëèæåííûå èçîáðàæåíèÿ ãðàôèêîâ êëþ÷åâîé ôóíê-
öèè W̃ (k, λ), ðåøåíèé óðàâíåíèÿ è ïðîãèáîâ � ïðè äîêðèòè÷åñêîì è çàêðèòè÷åñêîì
(λ ≤ 4π2) çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà.

k
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

0

1

2

3

k
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

k
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

K0,4

K0,2

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

Ðèñ. 6
Ãðàôèêè êëþ÷åâîé ôóíêöèè W̃ (k, λ) ïðè äîêðèòè÷åñêîì è çàêðèòè÷åñêîì çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

s
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

s
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

u

0

0,1

0,2

0,3

0,4

Ðèñ. 7
Èçîáðàæåíèÿ áèôóðöèðóþùåé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ψ(s) ôóíêöèîíàëà (74) (ñëåâà) è

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîãèáà ñòåðæíÿ
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Ïðè íàëè÷èè èñêðèâëåíèé (äåôîðìàöèé ñòåðæíÿ â íåíàãðóæåííîì ñîñòîÿíèè)
óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ïåðåñòàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, áûòü èíòåãðèðóåìûì, ÷òî ïðèâî-
äèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðàñøèðåííûõ (íåâàðèàöèîííûõ) âåðñèé ìåòîäà
Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.

Òåìà �8.

Ïðîãèáû ñæàòîé áàëêè íà äâîéíîì óïðóãîì
îñíîâàíèè â îáîáùåííîé ìîäåëè Âëàñîâà-Ëåîíòüåâà

8.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
Â ýòîì ðàçäåëå êðàòêî èçëîæåíà ìåòîäèêà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ è àíàëè-

çà çàêðèòè÷åñêèõ ïðîãèáîâ ïðîäîëüíî ñæàòîé óðóãîé áàëêè íà äâîéíîì óïðóãîì îñ-
íîâàíèè â îáîáùåííîé ìîäåëè Âëàñîâà-Ëåîíòüåâà. Ìåòîäèêà îñíîâàíà íà ðåäóêöèè
Ïóàíêàðå-Ëÿïóíîâà-Øìèäòà, ïîçâîëÿþùåé ñâîäèòü àíàëèç çàêðèòè÷åñêèõ äåôîðìà-
öèé áàëêè ê àíàëèçó êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êëþ÷åâîé ôóíêöèè íà êîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå êëþ÷åâûõ ïåðåìåííûõ.

Îáîáùåííàÿ ìîäåëü Âëàñîâà-Ëåîíòüåâà â óñëîâèÿõ ïðîäîëüíî ñæàòîé áàëêè ïðè-
âîäèò ê ñìåíå çíàêîâ ïåðåä íåêîòðûìè êîýôôèöèåíòàìè òðàäèöèîííîãî ìîäåëüíîãî
óðàâíåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ýôôåêòó 3-ìîäîâîãî âûðîæäåíèÿ (â íóëåâîì ñîñòîÿíèè)
è ê óñëîæíåííîìó áèôóðêàöèîííîìó àíàëèçó. Äîáàâëåíèå â óðàâíåíèå êóáè÷åñêîé
íåëèíåéíîñòè ïîçâîëÿåò ¾êîíòðîëèðîâàòü¿ ðîñò àìïëèòóäû ïîñòêðèòè÷åñêîãî ïðîãè-
áà áàëêè. Ìåòîäèêà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü çàêðèòè÷åñêèå
ïðîãèáû áàëêè, îïðåäåëÿòü óñòîé÷èâîñòü áèôóðöèðóþùèõ ñîñòîÿíèé è àíàëèçèðî-
âàòü ñòðîåíèå êàóñòèêè (äèñêðèìèíàíòíîãî ïîäìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëÿþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ). Öåíòðàëüíàÿ êîíñòðóêòèâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â ñâåäåíèè (ðåäóêöèè)
çàäà÷è èçó÷åíèÿ èçãèáîâ áàëêè ê äèñêðèìèíàíòíîìó àíàëèçó âåòâëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê ïîëèíîìà îò òðåõ ïåðåìåííûõ (ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà-
Øìèäòà).

Èçíà÷àëüíî ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü Âëàñîâà-Ëåîíòüåâà áûëà ïðåäëîæåíà â [13]
(ñòð. 136, óðàâíåíèå (8.20)), ãäå îíà ïðåäñòàâëåíà â âèäå ÎÄÓ øåñòîãî ïîðÿäêà

−d
6w

dx6
+ a3

d4w

dx4
− a2

d2w

dx2
+ a1w = p (84)

ïðè îáîáùåííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå

d4w

dx4
(0) =

d4w

dx4
(1) =

d2w

dx2
(0) =

d2w

dx2
(1) = w(1) = w(0) = 0 , (85)

w = w(x) � ôóíêöèÿ ïðîãèáà ñðåäíåé ëèíèè áàëêè, a1, a2, a3 � ïîëîæèòåëüíûå ìå-
õàíè÷åñêèå êîíñòàíòû, p = p(x) � ôóíêöèîíàëüíûé ïàðàìåòð âíåøíåé íàãðóçêè, x
� (ïðîìàñøàáèðîâàííûé) ïàðàìåòð äëèíû ñðåäåé ëèíèè áàëêè. Óðàâíåíèå (84) èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåùåíèå â ïðîñòðàíñòâå H6 ñîáîëåâñêèõ ôóíêöèé êëàññà W 6

2 [0, 1],
óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì (85), ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-
ëåííîñòüþ ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà −d6w

dx6 + a3
d4w
dx4 − a2

d2w
dx2 + a1w (ïðè âûïîëíåíèè

êðàåâûõ óñëîâèé (85)).
Óðàâíåíèå (84) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ Ôóññà-Âèíêëåðà-Öèì-

ìåðìàíà d4w
dx4 − a2

d2w
dx2 + a1w = p èç ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè (ñì. [13], ñòð. 75, óðàâíåíèå

(1.8)). Ðàññìîòðåííàÿ íèæå ìîäèôèêàöèÿ ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ïðîäîëüíîãî ñæàòèÿ
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áàëêè, ïðèâîäÿùåãî ê ñìåíå çíàêîâ ïåðåä êîýôôèöèåíòàìè â ìîäåëüíîì óðàâíåíèè,
÷òî äàåò ýôôåêò 3-ìîäîâîãî âûðîæäåíèÿ â íóëåâîì ñîñòîÿíèè:

d6w

dx6
+ a3

d4w

dx4
+ a2

d2w

dx2
+ a1w − w3 = p . (86)

Íàëè÷èå íåëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî ïîçâîëÿåò ¾êîíòðîëèðîâàòü¿ ðîñò àìïëèòóä ïîñò-
êðèòè÷åñêèõ ïðîãèáîâ áàëêè (ñì. [3]).

Îñíîâîé ïðèìåíåííîé íèæå ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ çàêðèòè÷åñêèõ ïðîãèáîâ ñëó-
æèò âàðèàöèîííàÿ âåðñèÿ ìåòîäà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà [66], ïîçâîëÿþùàÿ íå òîëüêî
âû÷èñëÿòü ïðîãèáû, íî è îïðåäåëÿòü èõ óñòîé÷èâîñòü, à ïðîâîäèòü ïîñòðîåíèå êà-
óñòèêè (äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà) â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ a =
(a1, a2, a3). Öåíòðàëüíàÿ êîíñòðóêòèâíàÿ èäåÿ � ñâåä�åíèå (ðåäóêöèÿ) çàäà÷è îá èçó÷å-
íèè áèôóðêàöèè èçãèáîâ ê àíàëèçó âåòâëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïîëèíîìà îò øåñòè
ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùåãîñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ êëþ÷åâîé ôóíêöèè

W (ξ, δ, q) = inf
w: ⟨w,ek⟩=ξk

V (w, a, q) = V

(
3∑

i=1

ξi ei + Φ(ξ)

)
, (87)

ãäå

V (ξ, δ, q) :=

1∫
0

(
1

2

((
d3w

dx3

)2

− a3

(
d2w

dx2

)2

+ a2

(
dw

dx

)2

− a1w
2

)
+

1

4
w4 + pw

)
, (88)

� ïîòåíöèàë óðàâíåíèÿ (86), e1, e2, e3 � ìîäû ïðîãèáà â íóëå ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì
çíà÷åíèè âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà a = a, δ := a − a [29],[66]. Óðàâíåíèå (86) ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì Ýéëåðà äëÿ ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà (88).

8.2 Ñëó÷àè òðåõìîäîâîãî âûðîæäåíèÿ
Îáîáùåííàÿ íåëèíåéíàÿ (ïðîìàcøòàáèðîâàííàÿ) ìîäåëü çàêðèòè÷åñêèõ ïðîãèáîâ

îäíîðîäíîé áàëêè íà äâîéíîì óïðóãîì îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåíà óðàâíåíèåì (86), â êî-
òîðîì w = w(x) � ïðîãèá áàëêè (ïîëå ñìåùåíèé òî÷åê ñðåäíåé ëèíèè óïðóãîé áàëêè,
ðàñïîëîæåííîé âäîëü îñè x). Èçó÷åíèå çàêðèòè÷åñêèõ ïðîãèáîâ ñîñòîèò â îòûñêà-
íèè ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (86)-(85) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Äàííàÿ
êðàåâàÿ çàäà÷à ìîæåò äîïóñêàòü 3-ìåðíîå âûðîæäåíèå, ïîðîæäàþùèå 3-ìîäîâûå áè-
ôóðêàöèè ñ ðàçíîîáðàçíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè è ôèçè÷åñêèìè ýôôåêòàìè.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïîñðåäñòâîì âàðèàöèîííîé âåðñèè ìåòî-
äà êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà [27],[66]-[68], ñâîäÿùåé àíàëèç êðàåâîé
çàäà÷è ê îïèñàíèþ âåòâëåíèÿ ýêñòðåìàëåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ îò
òðåõ ïåðåìåííûõ � ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîé ôóíêöèè (87)).

Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü ïðèìåð, â êîòîðîì òðîéêà ìîä áèôóðêàöèè çàäàíà
íàáîðîì ôóíêöèé

e1 =
√
2 sin(πx), e2 =

√
2 sin(2 πx), e3 =

√
2 sin(3 πx) ,

� áàçèñîì ÿäðà âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà, ñîîòâåòñòâóþùèì (êðèòè÷åñêîìó) çíà÷åíèþ
óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà

a = a := (36 π6, 49 π4, 14 π2).

Ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ òî÷êîé a = (a1, a2, a3) ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïëîñ-
êîñòè (â R3) íóëåâàÿ ôóíêöèÿ òåðÿåò ñòàáèëüíîñòü è âáëèçè íåå ðîæäàþòñÿ íåíóëåâûå
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ñòàáèëüíûå ñîñòîÿíèÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïëîñêîñòè â îáùåì ñëó÷àå çàäàþòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ

d6w

dx6
+ a3

d4w

dx4
+ a2

d2w

dx2
+ a1w = 0 (89)

(ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (85)). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïëîñêîñòè ñîñòîÿò èç òåõ è òîëüêî
òåõ òî÷åê a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (89) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Ïîèñê íåòðèâè-
àëüíûõ ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå −λ6 + a3λ

4 − a2λ
2 + a1 = 0. Ó÷åò êðàåâûõ óñëîâèé ñ íåîáõîäèìîñòüþ

ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì λ2 = n2π2, n = 1, 2 . . . , èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì íàáîð
ðàâåíñòâ: a1 − a2n

2π2 + a3n
4π4 − n6π6 = 0, çàäàþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïëîñêîñòè

L1, L2, . . . , Ln, . . . . Ïîâåðõíîñòü L, îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïëîñêî-
ñòåé, âûäåëÿåò îáëàñòü â R3, ñîñòîÿùåé èç òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíê-
öèîíàë äåéñòâèÿ èìååò â íóëå åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà. Ïðè ïåðåñå÷åíèè òî÷-
êîé a ïîâåðõíîñòè L (â R3) ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ñòàáèëü-
íûõ ñîñòîÿíèé. Ïîâåðõíîñòü L ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíîé, ãðàíÿìè êîòîðîé ñëóæàò
ïëîñêèå ìíîãîóãîëüíèêè, îãðàíè÷åííûå ëèíèÿìè ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé. Ýòè ëèíèè òàæå áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè. Îáùèå
òî÷êè äëÿ îòäåëüíûõ ïàð õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ëèíèé áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèìè òî÷êàìè. Èíòåðåñ ê ïîñëåäíèì âûçâàí òåì, ÷òî îíè äàþò ýôôåêò òðåõìîäîâî-
ãî âûðîæäåíèÿ. Òî÷êè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ëèíèé, îòëè÷íûå îò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
òî÷åê, äàþò ýôôåêò äâóõìîäîâîãî âûðîæäåíèÿ. Ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè L ïî âíóò-
ðåííåé òî÷êå ãðàíè, ïðèíàäëåæàùåé Ln, ïðèâîäèò ê îäíîìåðíîé áèôóðêàöèè ñ ìîäîé
en =

√
2 sin(π nx). Ïåðåñå÷åíèå L ïî òî÷êå èçëîìà, ïðèíàäëåæàùåé ëèíèè (õàðàêòå-

ðèñòèñòè÷åñêîé) ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé Ln, Lm ïðèâîäèò ê äâóìåðíîé áèôóðêàöèè ñ
ìîäàìè en, em. Cîîòâåòñòâåííî, ïåðåñå÷åíèå L ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òî÷êå, ÿâëÿþ-
ùåéñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé Ln, Lm, Ll, ïðèâîäèò ê òðåõìåðíîé áèôóðêàöèè
ñ ìîäàìè en, em, el. Òðè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïëîñêîñòè Lm, Ln, Ll, îòâå÷àþùèå ïðî-
èçâîëüíîé òðîéêå ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m, n, l, ïåðåñåêàþòñÿ ïî
åäèíñòâåííîé òî÷êå

(a1, a2, a3) = (n2m2l2π6, (n2m2 +m2l2 + n2l2)π4, (n2 +m2 + l2)π2). (90)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òî÷êà îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

a1−n2π2a1+n
4π4a3−n6π6 = a1−m2π2a2+m

4π4a3−m6π6 = a1−l2π2a2+l
4π4a3−l6π6 = 0 .

Çäåñü l,m, n � íàòóðàëüíûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà. Ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé îòâå-
÷àåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (90).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå l = 1,m = 2, n = 3, ïîëó÷àåì ðàíåå âûáðàííûé ïðèìåð. Â ñëó÷àå
äðóãèõ íàáîðîâ ìîä èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

8.3 Ïîñòðîåíèå ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîé ôóíêöèè

Àíàëèç áèôóðêàöèîííûõ ýôôåêòîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè ëîêàëèçàöèè óïðàâëÿþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ âáëèçè òî÷êè a = (1, 2, 3): ak = āk + δk, k = 1, 2, 3, ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü ïîñðåäñòâîì âàðèàöèîííîé âåðñèè ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà [27] ê àíàëèçó
êëþ÷åâîé ôóíêöèè (îò òðåõ êëþ÷åâûõ ïåðåìåííûõ) (87), êîòîðóþ çàïèøåì â âèäå

W (ξ, δ) = inf
w:<w,ek>=ξk, k=1, 2, 3

V (w, ā+ δ), (91)
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ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)
⊤, δ = (δ1, δ2, δ3)

⊤ . Èçâåñòíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ
W (ξ, δ) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Ýòà ôóíêöèÿ íàñëåäóåò âñå àíàëèòè÷åñêèå è òîïîëîãè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà V íà E [27]. Â ÷àñòíîñòè, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ ñóùåñòâóåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè V è W , ñîõðàíÿþùåå òèïû
òî÷åê (êðàòíîñòè, çíà÷åíèÿ èíäåêñà Ìîðñà è ò. ï.).

Òàê êàê ôóíêöèîíàë V ÷åòåí: V (−w, a) = V (w, a) è ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî
èíâîëþöèè I1 : w(x) 7−→ w(1 − x), òî V èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû
Z2

2, çàäàííîãî ïàðîé èíâîëþöèé I1, I2, ãäå I2 = −I1.
Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

I1(e1) = e1, I1(e2) = −e2, I1(e3) = e3 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

W (−ξ1, ξ2,−ξ3, δ1, δ2, δ3) = W (ξ1,−ξ2, ξ3, δ1, δ2, δ3) =

=W (ξ1, ξ2, ξ3, δ1, δ2, δ3).

Ìîæíî çàïèñàòü, ó÷èòûâàÿ ýòó ñèììåòðèþ, ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëå-
íèå êëþ÷åâîé ôóíêöèè:

W (ξ, δ) = U(ξ, δ) + o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ), (92)

ãäå
U(ξ, δ) = V (ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3, δ) (93)

� ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà V ïî ìîäàì e1, e2, e3. Íåïîñðåäñòâåííûå
âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 14. Äëÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè (91) èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå

W (ξ, δ) =
1

2
(δ̄1 ξ

2
1 + δ̄2 ξ

2
2 + δ̄3 ξ

2
3)+

+
3

8

(
ξ41 + ξ42 + ξ43

)
+

3

2

(
ξ21ξ

2
2 + ξ21ξ

2
3 + ξ22ξ

2
3 + ξ1ξ

2
2ξ3 −

1

3
ξ31ξ3

)
+

+o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ),

ãäå
δ̄1 = (−δ1 + δ2 − δ3)π

2,

δ̄2 = (−δ1 + 4δ2 − 16δ3)π
4,

δ̄3 = (−δ1 + 9δ2 − 81δ3)π
6.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

W (ξ, δ) = V (ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3, δ) =

1∫
0

1

2

((
−
(
d3(ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3)

dx3

)2

+

+(14 + δ3)

(
d2(ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3)

dx2

)2

− (49 + δ2)

(
d(ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3)

dx

)2

+

+(36 + δ1)(ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3)
2 +

(ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3)
4

4

))
dx ,
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1∫
0

(
d3(ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3)

dx3

)2

=
(
ξ21 + 64ξ22 + 729ξ23

)
π6 ,

1∫
0

(
d2(ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3)

dx2

)2

=
(
ξ21 + 16ξ22 + 81ξ23

)
π4 ,

1∫
0

(
d(ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3)

dx

)2

=
(
ξ21 + 4ξ22 + 9ξ23

)
π2 ,

1∫
0

(ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3)
2dx = ξ21 + ξ22 + ξ23 ,

1∫
0

(ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3)
4dx =

3

2

(
ξ41 + ξ42 + ξ43

)
+ 6

(
ξ21ξ

2
2 + ξ21ξ

2
3 + ξ22ξ

2
3 + ξ1ξ

2
2ξ3
)
− 2ξ31ξ3 .

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ â W (ξ, δ), ïîëó÷èì èñêîìîå âûðàæå-
íèå.

Çàìå÷àíèå 1. ¾Ãåîìåòðè÷åñêèé ñþæåò¿ áèôóðêàöèè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ïåðâûå
àñèìïòîòèêè âåòâåé áèôóðöèðóþùèõ òî÷åê (ïî çàêðèòè÷åñêèì ïðèðàùåíèÿì óïðàâ-
ëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ) äëÿ ôóíêöèè W (ξ, δ) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ åå ãëàâíîé ÷à-
ñòüþ U(ξ, δ) [27].

Çàìå÷àíèå 2. Â ñëó÷àå íåíóëåâîãî, íî ìàëîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðà p,
èçëîæåííàÿ ñõåìà íåìíîãî óñëîæíÿåòñÿ âñëåäñòâèå ïîÿâëåíèÿ â óðàâíåíèÿõ è ñâÿ-
çàííûõ ñ íèìè àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäêàõ äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ðàçëîæåíèÿ p ïî îñíîâíûì ìîäàì: p(x) =
η1e1 + η2e2 + η2e3 . ×ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ ïî îñòàëüíûì ìîäàì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê
êàê îíè äàþò ìàëûé âêëàä â îêîí÷àòåëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé
(ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè δj, ηk).

8.4 Àíàëèç êëþ÷åâîé ôóíêöèè ïîñðåäñòâîì âòîðè÷íîé ðåäóêöèè

Òàê êàê ôóíêöèÿ (93) îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Z2
2, çàäàííîãî

ïàðîé èíâîëþöèé I1, I2, ãäå I2 = −I1, I1 : w(x) 7−→ w(1 − x), òî ýòà ôóíêöèÿ ÷åòíà
ïî ïåðåìåííîé ξ2: U(ξ1, ξ2, ξ3, δ) = U(ξ1,−ξ2, ξ3, δ) . Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

U(ξ, δ) =
3

8
ξ42 +

p

2
ξ22 + q,

ãäå

p = δ̄2 + 3
(
ξ21 + ξ21 + ξ1ξ3

)
, q =

1

2

(
δ̄1ξ

2
1 + δ̄3ξ

2
3

)
+

3

8

(
ξ41 + ξ43 + 4ξ21ξ

2
3

)
− 1

2
ξ31ξ3 .

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè U äàåò âîçìîæíîñòü âòîðè÷íîé ðåäóêöèè: äàëüíåé-
øåãî ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà ïåðåìåííûõ äî äâóõ (ðåäóêöèè ê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ). Ïðè ýòîì âûäåëþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: p ≥ 0 è p ≤ 0 . Ïðè δ̄2 ≤ 0 ýòè ñîîòíî-
øåíèÿ âûäåëÿþò â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ ξ1 , ξ3 âíåøíîñòü è âíóòðåííîñòü ýëëèïñà
δ̄2+3 (ξ21 + ξ21 + ξ1ξ3) = 0 . Ïðè δ̄2 ≥ 0 íåðàâåíñòâî p ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çà÷åíèé
ξ1 , ξ3.

Â ñëó÷àå p ≥ 0 ìîæíî ðàññìîòðåòü âòîðè÷íî ðåäóöèðîâàííóþ êëþ÷åâóþ ôóíê-
öèþ q = q(ξ1, ξ3) := inf

ξ2
U . Â ïðåäïîëàãàåìûõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ q íàñëåäóåò (âáëèçè
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íóëÿ) àíàëèòè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè U(ξ). Ïðè÷åì èìååòñÿ åñòå-
ñòâåííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (ξ1, ξ3) 7−→ (ξ1, 0, ξ3) ìåæäó êðèòè÷åñêèìè
òî÷êàìè ôóíêöèé q è U , ñîõðàíÿþùåå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû òî÷åê.

Â ñëó÷àå p ≤ 0 ïîëó÷àåì (âòîðè÷íî) ðåäóöèðîâàíóþ êëþ÷åâóþ ôóíêöèþ inf
ξ2
U

äâóõ âèäîâ:
a) U1 = U(ξ1, 0, ξ3) = q; ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèå (ξ1, ξ3) 7−→ (ξ1, 0, ξ3) (ìåæäó êðèòè-

÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèé q è U) ïîâûøàåò èíäåêñ Ìîðñà íà åäèíèöó;

b) U2 = U(ξ1,±
√
−2p

3
, ξ3); ñîîòâåòñòâèå (ξ1, ξ3) 7−→ (ξ1,±

√
−2p

3
, ξ3) (ìåæäó êðèòè-

÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèé U1 è U) ñîõðàíÿåò èíäåêñ Ìîðñà.
Òàêèì îáðàçîì, âòîðè÷íàÿ ðåäóêöèÿ ñâîäèò èçó÷åíèå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ê îïèñà-

íèþ êàóñòèê è ðàñêëàäîâ áèôóðöèðóþùèõ ýêñòðåìàëåé äëÿ ôóíêöèé ñ îñîáåííîñòÿ-
ìè äâóìåðíûõ ñáîðîê. Äîñòàòî÷íî ïîëíûé àíàëèç òàêèõ ôóíêöèé ïðîâåäåí â ðàáîòàõ
[38],[39]

Èññëåäîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðàçâåðòîê äâóìåðíûõ ñáîðîê ïðïîâîäèòñÿ ïî åäè-
íîé ñõåìå: ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê íîðìàëüíîé ôîðìå è ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì
ðåäóöèðîâàííàÿ êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ ïðèîáðåòàåò óäîáíûé äëÿ èññëåäîâàíèÿ êàóñòè-
êè è bif -ðàñêëàäîâ [66]-[68]. Ïðè÷åì ýòè èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïîñðåäñòâîì
ýëåìåíòàðíûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Òåìà �9.

Âû÷èñëåíèå ïîëÿ ñêîðîñòåé â 3D-äèôôóçîðå

9.1 Ôóíêöèîíàëüíàÿ ðåäóêöèÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà â êîíè÷åñêîé
îáëàñòè

Çäåñü ïîêàçàíî, ÷òî äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèé æèäêîñòè â 3D-äèô-
ôóçîðå ìîæíî íàõîäèòü íà îñíîâå ðåøåíèé óïðîùåííîãî óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî
óðàâíåíèþ Äæåôôðè-Ãàìåëÿ èç ñëó÷àÿ äâóìåðíîãî äèôôóçîðà. Óïðîùåííîå óðàâíå-
íèå ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî òî÷íî âû÷èñëÿòü ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè â êîíè÷åñêîì
3D-äèôôóçîðå. Ìîäåëüíûì óðàâíåíèåì ñëóæèò ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ÎÄÓ
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êâàäðàòè÷íîé ñòåïåííîé íåëèíåéíîñòüþ. Ðàíåå àâòîðàìè áûëî íàé-
äåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ ìîäåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è ïðè ìàëîì
óãëå ðàñêðûòèÿ äèôôóçîðà. Â äàííîé ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óãëàõ ðàñêðûòèÿ,
áëèçêèõ ê ïðÿìîìó, ýïþðû ñêîðîñòåé æèäêîñòè ìîæíî âû÷èñëÿòü ïîñðåäñòâîì íåëî-
êàëüíîé âàðèàöèîííîé âåðñèè ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.

Òðåõìåðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò

∂v

∂t
+ (v,∇)(v) = ν ∆(v)− 1

ρ
grad (p)

(óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà), ðàññìîòðåííîå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè div(v) =
0 , â côåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, θ, φ èìååò âèä ñèñòåìû ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé (Íàâüå-
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Ñòîêñà) (ñì. [43],[75]):

∂vr
∂t

+ (v, ∇̃)vr − vθ
2+vφ2

r
=

= −1
ρ
∂p
∂r

+ ν
[
∆̃vr − 2vr

r2
− 2

r2 sin(θ)
∂(vθ sin(θ))

∂θ
− 2

r2 sin(θ)

∂vφ
∂φ

]
,

∂vθ
∂t

+ (v, ∇̃)vθ +
vrvθ
r

− vφ2 ctg(θ)

r
=

= − 1
ρr

∂p
∂θ

+ ν
[
∆̃(vθ) +

2
r2

∂vr
∂θ

− vθ
r2 sin2(θ)

− 2 cos(θ)

r2 sin2(θ)

∂vφ
∂φ

]
,

∂vφ
∂t

+ (v, ∇̃)vφ + vrvφ
r

+ vθvφ ctg(θ)

r
=

= − 1
ρr sin(θ)

∂p
∂φ

+ ν
[
∆̃(vφ) +

2
r2 sin(θ)

∂vr
∂φ

+ 2 cos(θ)

r2 sin2(θ)
∂vθ
∂φ

− vφ
r2 sin2(θ)

]
,


ãäå

(v, ∇̃) = vr
∂

∂r
+
vθ
r

∂

∂θ
+

vφ
r sin(θ)

∂

∂φ
,

∆̃(f) =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
+

1

r2 sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin2(θ)

∂2f

∂φ2
.

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, çàïèøåòñÿ â âèäå

1

r2
∂(r2vr)

∂r
+

1

r sin(θ)

(
∂(sin(θ)vθ)

∂θ
+
∂vφ
∂φ

)
= 0.

Ïîñëå ïåðåõîäà ê côåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì r, θ, φ è íàëîæåíèÿ óñëîâèÿ îñåâîé ñèì-
ìåòðèè íà ðàññìàòðèâàåìûå òå÷åíèÿ â êîíè÷åñêîì äèôôóçîðå

v := (vr, vθ, vφ) = (v, 0, 0)

ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà óïðîñòèòñÿ è ïðåäñòàíåò â âèäå ñêàëÿðíîãî óðàâíå-
íèÿ (ñì. [75])

∂v

∂t
+ v

∂v

∂r
= −1

ρ

∂p

∂r
+ ν

[
∆̃(v)− 2v

r2

]
. (94)

Èç (94) ïîëó÷àåì ∂p
∂θ

= 0, ∂p
∂φ

= 0 (p íå çàâèñèò îò φ è θ : p = p(r)). Â ñëó÷àå
ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íà îáùèé ìíîæèòåëü Q (Q
� const), ïîäñòàíîâêè v = Qu(φ,θ)

r
è îòáðàñûâàíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ r−3, ïîëó÷èì

óðàâíåíèå

−ν
(
∂2 u

∂ θ2
+ ctg(θ)

∂ u

∂ θ
+ sin−2(θ)

∂2u

∂ φ2

)
−Qu2 + 2 ν u+

1

Q

r3

ρ

∂ p

∂ r
= 0 ,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò r3

ρ
∂ p
∂ r

= c (c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà) è ∂ p
∂ r

= ρc
r3
. Ñëåäîâàòåëüíî,

äàâëåíèå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé: p = − ρc
2 r2

+ c1 . Åñëè, äàëåå, ïðèíÿòü àíàëîã ïîä-

ñòàíîâêè Äæåôôðè-Ãàìåëÿ: v = Qu(θ)
r

(îçíà÷àþùåé, â ÷àñòíîñòè, íåçàâèñèìîñòü u îò
φ), ïîëó÷èì, ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ν−1, óðàâíåíèå

u′′ + ctg(θ)u′ − 2u+Ru2 = C , R =
Q

ν
, (95)

ÿâëÿþùååñÿ, äî íåêîòîðîé ñòåïåíè, àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Äæåôôðè-Ãàìåëÿ [1],[2],[81],
[69]. Ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê (95) ñòàíäàðòíûõ óñëîâèé, ñâÿçàííûõ ñ òå÷åíèåì â ñïåöèàëü-
íîé îáëàñòè (êðóãîâîì êîíóñå Ω = {(r, θ, φ) : r > 0, θ ≤ β}, 0 < β < π), ó÷èòûâàÿ ïðè
ýòîì óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ æèäêîñòè ê ãðàíèöå îáëàñòè è îñåâóþ ñèììåòðèþ, ïîëó÷èì
ãðàíè÷íîå óñëîâèå

u′(0) = 0 , u(β) = 0 . (96)
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Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (95) ÿâëÿåòñÿ àíòèãðàäèåíòîì ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè: f(u) =
−gradV (u) ,

V (u) :=

β∫
0

sin(θ)

(
(u′)2

2
+ u2 − Ru3

3
+ Cu

)
d θ , (97)

ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè (96) è óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà âåëè÷èíû ïîòîêà:

β∫
0

sin(θ)u(θ)d θ = Q = (1− cos(β)) Q̃ . (98)

Âàðèàöèîííûé õàðàêòåð êðàåâîé çàäà÷è (95)-(96) ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ëîêàëüíûå è
íåëîêàëüíûå âåðñèè âàðèàöèîííîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà [27].

9.2 Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ âåòâåé ðåøåíèé ðåäóöèðîâàííîãî
óðàâíåíèÿ ïðè ìàëûõ óãëàõ ðàñêðûòèÿ äèôôóçîðà

Èòàê, ïîëîæèâ â ñïåöèàëèçèðîâàííîì óðàâíåíèè Íàâüå-Ñòîêñà (94) v = Qu(θ)
r

, ïî-
ëó÷èì óïðîùåííîå óðàâíåíèå (95) , â êîòîðîì C = C(β) , Q = Q(β) > 0 � êîíñòàíòû,
çàâèñÿùèå îò β). Ïðè ýòîì äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå (98). Âåëè÷èíó ïîòîêà
ïðåäñòàâèì â âèäå

Q(β) = σ β2 +K(β2) β4 , σ > 0 , (99)

ãäå K(β) � íåêîòîðàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ æèäêîñòè ê ãðà-
íèöå îáëàñòè è îñåâàÿ ñèììåòðèÿ äàþò âûïîëíåíèå êðàåâûõ óñëîâèé (96) ñ èíòåãðàëü-
íûì ñîîòíîøåíèåì (98). Èíòåãðàë (98) ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè u(θ) â
ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè

⟨w1, w2⟩ :=

β∫
0

sin(θ)w1(θ) w2(θ) d θ . (100)

Áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü ñðåäíåå ñèìâîëîì [u] ([u] = ⟨w , 1⟩) . Êîíñòàíòà
C(β) â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (95) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðàâåíñòâî ñðåäíèõ îò ëåâîé
è ïðàâîé ÷àñòåé ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ:

[u′′ + ctg(θ)u′ − 2u+Ru2] = C(β) (1− cos(β)) ,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî C(β) ðàâíî âûðàæåíèþ

(sin(β)u′(β)− 2Q+R [u2])

(1− cos(β))
= 2

(
u′′(0) + σ

(
u(0)2

ν
− 2

))
+O(β2) . (101)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî, â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â íóëå, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
u′(θ) = u′′(0)θ+o(θ2) (è ó÷òåíà ÷åòíîñòü ôóíêöèè u(θ), âûòåêàþùàÿ èç óñëîâèÿ îñåâîé
ñèììåòðèè ïîëÿ ñêîðîñòåé â äèôôóçîðå).

Ïîñëå çàìåí θ 7−→ β θ̃, w(θ̃) := u(β θ̃), w′(θ̃) := β u′(β θ̃), w′′(θ̃) := β2 u′′(β θ̃) ïîëó÷èì
ôóíêöèîíàë ýíåðãèè â âèäå

Ṽβ(w) :=

1∫
0

sin(β θ̃)

β

(
(w′)2

2
+ β2

(
w2 − Rw3

3

))
d θ̃ . (102)

Åìó ñîîòâåòñòâóåò ïðîìàñøòàáèðîâàííîå óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

w′′ + β ctg(β θ̃)w′ − β2
(
2w −Rw2

)
= D (= D0 +O(β2)) . (103)
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Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àíòèãðàäèåíòîì äëÿ Ṽβ(w) � â ïðîìàñ-
øòàáèðîâàííîì ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè

⟨w1, w2⟩β :=

1∫
0

sin(β θ̃)

β
w1(θ̃) w2(θ̃) d θ̃ (104)

ïðè óñëîâèÿõ

w′(0) = 0 , w(1) = 0 ,

1∫
0

sin(βθ̃)

β
w(θ̃) d θ̃ =

1− cos(β)

β2
. (105)

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå β = 0 èìååì

Ṽ0(w) :=
1

2

1∫
0

θ̃ w′(θ̃)2 d θ̃ (106)

� ïðè óñëîâèÿõ

w′(0) = 0 , w(1) = 0 ,

1∫
0

θ̃ w(θ̃) d θ̃ =
1

2
(107)

(ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â (107) âûïîëíåíî â ñèëó (105) ).
Êîíñòàíòà D(β) â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (103) ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé è îïðåäå-

ëÿåòñÿ ÷åðåç ðàâåíñòâî ïðîìàñøòàáèðîâàííûõ ñðåäíèõ ( ([w]β := ⟨w, 1⟩β) ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòåé ñîîòíîøåíèÿ (103):

[w′′ + β ctg(β θ̃)w′ − β2(2w −Rw2)]β = D(β)
(1− cos(β))

β2
. (108)

Òàê êàê [w′′ + β ctg(β θ̃)w′]β = sin(β)
β

w′(β) , òî èç (108) ïîëó÷èì

D(β) =
β2

(1− cos(β))

(
sin(β)

β
w′(β) + β2

([
Rw2

]
β
− 2Q

β2

))
.

Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ïðåäåëüíîãî ôóíêöèîíàëà (106) ïðè óñëîâèè (107) îïðåäåëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèåì

w′′ +
w′

θ̃
= −2 .

Òî åñòü êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèîíàëà Ṽ0 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ w0(θ̃) = 2
(
1− θ̃2

)
.

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 15. èç êðèòè÷åñêîé òî÷êè w0 ôóíêöèîíàëà Ṽ0(w) íà àôôèííîì ïîä-

ïðîñòðàíñòâå Π0 := {w :
1∫
0

θ̃ w dθ̃ = 1
2
} âûõîäèò âåòâü wβ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

ôóíêöèîíàëà Ṽβ(w) íà ïîäïðîñòðàíñòâå Πβ := {w :
1∫
0

sin(βθ̃)
β

w dθ̃ = +K(β2) β2} , äëÿ

êîòîðîé èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

wβ = w0 + o(β2) , w0(θ̃) = 2
(
1− θ̃2

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé: sin(βθ̃)
β

− θ̃ = o(β2) ,

1∫
0

sin(βθ̃)

β
w dθ̃ −

1∫
0

θ̃ w dθ̃ = o(β2) , Ṽβ(w)− Ṽ0(w) = o(β2) .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (95) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

u = 2

(
1−

(
θ

β

)2
)

+ β2 h

(
θ

β
, β2

)
, θ ≤ β ,

ãäå h(x, y)� íåêîòîðàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòèR2. Àñèìï-
òîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïîëó÷àòü íåïîñðåäñòâåííî
íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (103).

9.3 Ïîëå ñêîðîñòåé äëÿ óãëà ðàñêðûòèÿ 1
2
π

Ïóñòü A = cos(θ) d
dθ

(
1

cos(θ)
d
dθ

)
èëè A(u) := u′′ + ctg(θ)u′ � ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ (95). Îñíîâó âû÷èñëåíèÿ ýïþðû ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ æèäêîñòè â äèôôóçîðå
ñîñòàâëÿåò âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðà A (ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (96)). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäî-

ñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è: ïóñòü e0 = ln
(

1+cos(β)
1+cos(θ)

)
, en := cosn(θ)

(ïðè n ≥ 1) è µn := −n(n + 1) . Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
A(e0) = 1 , A(e1) = −2 e1 , A(e2) = µ2 e2 + 2 , A(en) = µn en − µn−1 en−2 , n ≥ 3 .
Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Ïðè β = π
2
íà îñíîâå ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíûé ñïèñîê ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà A. Ýòîò ñïèñîê ìîæíî èçãîòîâèòü, èñõîäÿ èç ñèñòåìû ôóíê-
öèé {ek}, ïîñðåäñòâîì îðòîãîíàëèçàöèè ïî Ãðàìó-Øìèäòó (â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäå-
íèè (100)). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèé hk(θ) = Pk(cos(θ)) , ãäå

Pk(x) =
1

2kk!

dk

dxk
(x2 − 1)k ,

� ïîëèíîì Ëåæàíäðà, ÿâëÿþùèéñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà Ëåæàíäðà

Λ =
d

dx

(
(1− x2)

d

dx

)
.

Ýòà ôóíêöèÿ îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ µk = −k(k + 1) (áåç ó÷åòà êðàåâûõ
óñëîâèé). Ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèÿ hk ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì äëÿ îïåðà-
òîðà A ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì µk . Åñëè ó÷åñòü êðàåâûå óñëîâèÿ (96) ïðè β = 1

2
π,

òî ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè îïåðàòîðà A áóäóò ôóíêöèè gn := h2n−1, îòâå÷àþùèå
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λn = µ2n−1 = −(2n− 1)2n. Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé gn
ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé [8] (â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (100)). Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî

∥hn∥ =
√

2
2n+1

è, ñîîòâåòñòâåííî, ∥gk∥ =
√

2
4k−1

. Âûïèøåì, äëÿ íàãëÿäíîñòè, ïåðâûå

äåñÿòü ôóíêöèé Ëåæàíäðà:

P0(x) = 1; P1(x) = x; P2(x) =
1
2
(3x2 − 1); P3(x) =

1
2
(5x3 − 3x);

P4(x) =
1
8
(35x4 − 30x2 + 3); P5(x) =

1
8
(63x5 − 70x3 + 15x);

P6(x) =
1
16
(231x6 − 315x4 + 105x2 − 5);

P7(x) =
1
16
(429x7 − 693x5 + 315x3 − 35x);

P8(x) =
1

128
(6435x8 − 12012x6 + 6930x4 − 1260x2 + 35);

P9(x) =
1

128
(12155x9 − 25740x7 + 18018x5 − 4620x3 + 315x);

P10(x) =
1

256
(46189x10 − 109395x8 + 90090x6 − 30030x4 + 3465x2 − 63).


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Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè h2n ðåàëèçóþòñÿ êàê ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà A ïðè
êðàåâûõ óñëîâèÿõ Íåéìàíà.

9.4 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé ïîñðåäñòâîì êîíå÷íîìåðíîé
ðåäóêöèè

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (95) ÿâëÿåòñÿ àíòèãðàäèåíòîì ôðåäãîëüìîâà
ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè (97), òî ïðèáëèæåííîå ïîñòðîåíèå ýïþðû ñêîðîñòåé ïîòîêà
æèäêîñòè â äèôôóçîðå ìîæíî îñóùåñòâèòü, èñïîëüçóÿ ìîäèôèêàöèè âàðèàöèîííîãî
ìåòîäà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà. Íàïðèìåð, ñíà÷àëà ìîæíî ðàññìîòðåòü ðèòöåâñêóþ àï-
ïðîêñèìàöèþ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè

VR(ξ) := V (ξ1g1 + ξ2g2 + . . . + ξngn)

� äëÿ çàðàíåå âûáðàííîãî êîëè÷åñòâà n ðèòöåâñêèõ áàçèñíûõ ìîä, à çàòåì, ïðèìåíèâ
ðåäóêöèþ Ïóàíêàðå, çàêëþ÷åííóþ â ïåðåõîäå ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè

W (ξ̃) := inf
ξ3, ... ξn

VR(ξ), ξ̃ = (ξ1, ξ2) (109)

� ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà âåëè÷èíû ¾ñðåçàííîãî¿ ïîòîêà

n∑
k=1

ξk[gk] = Q , (110)

ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó W (ξ̃) −→ ∞ . Ôóíêöèÿ W (ξ̃) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, åñëè
âûïîëíåíî óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè (ìîíîòîííîñòè) V íà íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé
è âûïóêëîé îáëàñòè U ïðÿìîãî äîïîëíåíèÿ ê ïîäïðîñòðàíñòâó, ïîðîæäåííîìó êëþ-
÷åâûì ìîäàìè. Òàêóþ îáëàñòü ìîæíî íàéòè çà ñ÷åò âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê
íà êîìïîíåíòû ξ̃ , v, ñ ó÷åòîì áûñòðîòû ðîñòà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λn . Ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ïðåäñòàâëåíà â [36],[37],[69].
Ïðèâåäåì çäåñü êðàòêîå îïèñàíèå ñõåìû âûáîðà îáëàñòè U â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ (â
ïðîöåññå ðåäóöèðîâàíèÿ) ïðèíöèïà ñæàòûõ îòîáðàæåíèé. Çàïèøåì êðàåâóþ çàäà÷ó
(95)-(96) â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

B(w) = g(w) , w ∈ H0(U) , B := A+ 2 I , g(w) := Rw2 − C .

Èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà â ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ,
ðàçîáüåì äàííîå óðàâíåíèå â ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé

B1(u)− g1(u+ v) = 0 ,
v − B−1

2 (g2(u+ v))) = 0 ,

}
(111)

ãäå B1 := B
∣∣
N
, B2 := B

∣∣
N⊥∩E, N := Lin(e1, e2). Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (111) áóäåì

ðàññìàòðèâàòü â ïîäïðîñòðàíñòâå N⊥ ∩H0(U). Èç ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïðàòîðà A
âûòåêàåò, ÷òî ∥B−1

2 | ≤ 1
32
, è ïîýòîìó îïåðàòîð

S(v) := B−1
2 (g2(u+ v, u+ v)) (112)

ïåðåâîäèò øàð T := {v : ∥v∥H0 ≤ K} â ñåáÿ, ÿâëÿÿñü ïðè ýòîì ñæèìàþùèì, åñëè
RK2 + |C| < 32 è 2RK < 1 . Êîíñòàíòà C òàêæå îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ñ íåîáõîäèìûì
çàçîðîì (ñì. (101)). Íàëè÷èå ýòèõ ôàêòîðîâ ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè âûáîðà òàêîé
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êîíñòàíòû K, ÷òî øàð ðàäèóñîì K ïåðåâîäèòñÿ îòîáðàæåíèåì S â ñåáÿ ñ âûïîëíåíè-
åì óñëîâèÿ ñæàòèÿ. Ïîñëåäíåå îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (111) â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå

v = Φ(u) (113)

ïîñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ èòåðàöèé vn = S(vn−1). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, â ñèëó ïîëîæè-
òåëüíîñòè îïðåðàòîðà B2 (ñ áîëüøîé êîíñòàíòîé, îöåíèâàþùåé ñíèçó íîðìó îïåðàòî-
ðà), ÷òî â ïðåäåëüíîé òî÷êå ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìóì V (u+ v) ïî v. Ïîäñòàâèâ èòîãîâîå
âûðàæåíèå (113) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (111), ïîëó÷èì ïðèáëèæåíèå ê êëþ÷å-
âîìó óðàâíåíèþ:

τ(u) := f1(u+ Φ(u)) = 0, u = ξ1g1 + ξ2g2 , (114)

íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå N . Âñå àíàëèòè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ è åãî ðåøåíèé íàñëåäóþòñÿ êëþ÷åâûì óðàâíåíèåì è åãî ðåøå-
íèÿìè. Ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî è êëþ÷åâîãî óðàâíåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñâÿçûâàþùåé ôîðìóëîé

w = u+ Φ(u) , u = ξ1g1 + ξ2g2 .

Óðàâíåíèå (114) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì ñ ïîòåíöèàëîì

W (ξ̃) := V (u+ Φ(ξ̃))N .

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 16. Ïîèñê è àíàëèç ýêñòðåìàëåé ôóíêöèè VR ïðè β = π
2
îñóùåñòâëÿò-

ñÿ ïîñðåäñòâîì ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ è èçó÷åíèÿ ýêñòðåìàëåé êëþ÷åâîé ôóíê-
öèè W , îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé (109). Ñâÿçü ìåæäó ýêñòðåìàëÿìè ξ ôóíêöèè VR è

êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ξ̃ ôóíêöèèW óñòàíàâëèâàåòñÿ ôîðìóëîé ïåðåõîäà v = Φ(ξ̃):

w = u+ Φ(ξ̃) , u = ξ1g1 + ξ2g2 , v = ξ3g3 + . . . + ξngn ,

â êîòîðîé Φ(ξ̃) ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ
(112), äàþùåãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ òî÷åê, ñõîäÿùóþ-
ñÿ ê ïàðàìåòðè÷åñêîé òî÷êå ìèíèìóìà ôóíêöèè VR ïî ïåðåìåííûì ξ3, . . . , ξn (ïðè

êàæäîé ôèêñèðîâàííîé êîìïîíåíòå ξ̃, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (110)).

Ïðè âû÷èñëåíèè ïîëÿ ñêîðîñòåé â ñëó÷àÿõ óãëîâ ðàñêðûòèÿ, íå ðàâíûõ ïðÿìîìó,
íî áëèçêèõ ê íåìó, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òåõíèêîé, ðàçðàáîòàííîé
Ä.Â. Êîñòèíûì [38],[39] ïðè èññëåäîâàíèè âåòâëåíèÿ êîíôèãóðàöèé ñëàáî íåîäíîðîä-
íûõ óïðóãèõ ñèñòåì.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé (â ñðåäå Maple) ïîñðåäñòâîì ðå-
äóêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà ê äâóì ïåðâûì (êëþ÷åâûì) ìîäàì ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íóþ
ðåäóêöèþ Ãàëåðêèíà-Ðèòöà ê ïÿòè ïåðâûì ìîäàì.
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0,8

0,7

0,6

eta[2]
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0,40,3750,350,3250,3

eta[1]

0,13

0,08eta[2]

0,03

0,20,180,160,140,12-0,02

eta[1]
-0,07

-0,12

Ðèñ. 8

Ëîêàëèçîâàííûå ëèíèè óðîâíåé êëþ÷åâîé ôóíêöèè.

q
K1,5 K1,0 K0,5 0 0,5 1,0 1,5

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

q
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1,5

q
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0,5
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1,5

2,0

Ðèñ. 9

Ãðàôè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ ïåðâûõ òðåõ ìîä.

q
K1,5 K1,0 K0,5 0 0,5 1,0 1,5

K0,2

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

q
K1,5 K1,0 K0,5 0 0,5 1,0 1,5

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

Ðèñ. 10

Ýïþðû ñêîðîñòåé, îòâå÷àþùèå äâóì êðèòè÷åñêèì òî÷êàì êëþ÷åâîé ôóíêöèè.
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