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Ââåäåíèå.
Êàê èçâåñòíî, ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ íàçûâàþò êîìïëåêñ ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, äàþùèé èíôîðìàöèþ î òîì èëè èíîì ðåàëüíîì
ïðåäìåòå èëè ÿâëåíèè. Âåñüìà ðàñïðñòðàíåííûé âàðèàíò ìîäåëè � êîì-
ïëåêñ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, ñãðóïïèðîâàííûé âîêðóã êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ ÄÓ, ïîýòîìó ñàìî ÄÓ ÷àñòî è íàçûâàþò ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëüþ. Ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ìîäåëè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñâåäåíèÿ î
ðåàëüíîì ÿâëåíèè, à ñàì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ è èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì. Ñâÿçü
ìîäåëè ñ ðåàëüíîñòüþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ãèïîòåç, èäåàëèçàöèé
è óïðîùåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñî-
ñòîèò â çàìåíå ðåàëüíîãî ïðåäìåòà èññëåäîâàíèÿ èäåàëèçèðîâàííûì îáú-
åêòîì � ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñ ïîñëåäóþùèì èçó÷åíèåì ýòîãî îáú-
åêòà.

Ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ â äàííîì ïîñîáèè ñâÿçàíû ñ òåîðèåé óïðóãî-
ãî ðàâíîâåñèÿ, òåîðèåé ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â êðèñòàëëàõ è ãèäðîäèíà-
ìèêîé. Â èõ àíàëèçå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îáûêíîâåííûõ è ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè. Ýòè êðàåâûå çàäà÷è äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå àá-
ñòðàêòíîãî ôðåäãîëüìîâà îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ [66], [18], [51]-[52]. Èñ-
ñëåäîâàíèå òàêèõ óðàâíåíèé ïðîâîäèòñÿ ÷åðåç ðåäóêöèþ ôðåäãîëüìîâà
óðàâíåíèÿ ê êîíå÷íîìåðíîìó óðàâíåíèþ. Ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ðå-
äóêöèÿ âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà Ëÿïóíîâûì (1916 ã.) è Øìèäòîì (1918
ã.). Èäåÿ íåëîêàëüíîé êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèè ôðåäãîëüìîâà óðàâíåíèÿ
áûëà ïðåäëîæåíà Ð. Êà÷÷èîïîëëè (1932 ã.) è èñïîëüçîâàíà èì ïðè ïî-
ñòðîåíèè òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ôðåäãîëüìîâà îòîáðàæåíèÿ. Âà-
ðèàíòû ðàçâèòèÿ íåëîêàëüíîãî àíàëèçà ôðåäãîëüìîâûõ óðàâíåíèé ïðåä-
ëàãàëèñü òàêæå â ðàáîòàõ À.Ñ. Øâàðöà (1964 ã.), Ñ. Ñìåéëà (1965 ã.),
Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî, Ï.Ï. Çàáðåéêî (1969), K.D. Elworthy, A.J. Tromba
(1970), Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Â.Ã. Çâÿãèíà, Þ.È. Ñàïðîíîâà (1970-77 ãã.) è
äð. Èäåÿ ãëîáàëüíîãî ñâåäåíèÿ àíàëèçà áåñêîíå÷íîìåðíîãî ôðåäãîëüìî-
âà óðàâíåíèÿ ê àíàëèçó êîíå÷íîìåðíîãî óðàâíåíèÿ áûëà ïðåäåëüíî òî÷íî
ñôîðìóëèðîâàíà è ñòðîãî îáîñíîâàíà â ìîíîãðàôèè Ì.À. Êðàñíîñåëüñêî-
ãî è Ï.Ï. Çàáðåéêî ¾Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîãî àíàëèçà¿ [66].
Ïîçæå, ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ñîâðåìåííûõ áûñòðîäåéñòâóþùèõ êîìïüþòåðîâ
è ìîùíûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ íà÷àëè ïîÿâëÿòüñÿ è ðàáîòû ïî ðàç-
âèòèþ è ïðèìåíåíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íåëîêàëüíîãî áèôóðêàöèîííîãî
àíàëèçà [70]-[71], [13]-[15], [59]-[61].
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Ãëàâà 1

Ôðåäãîëüìîâû óðàâíåíèÿ

1.1 Îáùèå ñâåäåíèÿ

Áîëüøèíñòâî íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè äîïóñêàþò òðàê-
òîâêó â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

f(x) = b, x ∈ E, b ∈ F,

â êîòîðîì f � ãëàäêîå ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå íåêîòîðîãî áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà E â íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî F (ñì. [18], [46], [51]-
[52], [83]).

Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ìîæíî îñóùåñòâèòü ïåðåéäÿ ê êîíå÷íîìåðíîìó
óðàâíåíèþ

θ(ξ) = β, ξ ∈M, β ∈ N,

ãäå M,N � êîíå÷íîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ [18], [46], [51], [66], [83].

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü E, F � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà è A :
E → F � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ
ôðåäãîëüìîâûì, åñëè

dimKerA) <∞ , dim(CokerA) := dim(F/ImA)) <∞.

×èñëî
dim(KerA)− dim(CokerA)

íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ôðåäãîëüìîâà îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àåòñÿ ind A.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îáðàç ImA çàìêíóò â F , è A èçîìîðô-
íî îòîáðàæàåò ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïðÿ÷ìî äîïîëíÿþùåå Ker A (â
E) , íà Im A. Åñëè L1 : E1 → E2 , L2 : E2 → E3 � ôðåäãîëüìî-
âû îïåðàòîðû, òî è îïåðàòîð L2L1 ôðåäãîëüìîâ. Ïðè ýòîì ind(L2L1) =
ind(L1) + ind(L2).
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Îïðåäåëåíèå 1.2. Ãëàäêîå íåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : U → F ,
ãäå U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â E, íàçûâàåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì, åñ-
ëè åãî ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ∂f

∂x(x) ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì â
êàæäîé òî÷êå x ∈ U .

Èíäåêñîì íåëèíåéíîãî ôðåäãîëüìîâà îòîáðàæåíèÿ f , îïðåäåëåííîãî
íà ñâÿçíîé îáëàñòè, íàçûâàåòñÿ èíäåêñ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ∂f

∂x(x):

ind f := ind
∂f

∂x
(x)

(åñëè îáëàñòü ñâÿçíàÿ, òî èíäåêñ ∂f
∂x(x) íå çàâèñèò îò x).

Â äàííîì ðóêîâîäñòâå âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f : Ω −→ F � íåëè-
íåéíîå ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå è ind f = 0. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå

f(x) = 0, x ∈ Ω, (1.1)

íàçûâàåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì.
Åñëè äëÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : Ω −→ F ñóùåñòâóåò òàêîé ãëàä-

êèé ôóíêöèîíàë V : Ω −→ R, ÷òî f = gradH V èëè, ýêâèâàëåíòíî,
∂V

∂x
(x)h = ⟨f(x) , h⟩H, ∀x ∈ Ω, h ∈ E

(⟨·, ·⟩H � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â çàðàíåå çàäàííîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå H), òî îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì (ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî E íåïðåðûâíî âëîæåíî â F , F íåïðåðûâíî âëîæåíî â H è E
ïëîòíî â H). Ôóíêöèîíàë V ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì îòîáðà-
æåíèÿ f , à óðàâíåíèå (1.1) òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.

Åñëè V � ïîòåíöèàë f íà Ω, òî óðàâíåíèå

gradH V (x) = 0 x ∈ Ω, (1.2)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà ýêñòðåìàëåé (êðèòè÷åñêèõ òî÷åê) ôóíê-
öèîíàëà V . Òî÷êà a ∈ Ω íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ ôóíêöèîíàëà V ,
åñëè

∂V

∂x
(a)h = ⟨f(a) , h⟩H = 0 ∀h ∈ E.

Óñëîâèå ïëîòíîñòè E â H îáåñïå÷èâàåò ðàâíîñèëüíîñòü ïîñëåäíåãî ðà-
âåíñòâà óðàâíåíèþ (1.2).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.2) è ìíîæåñòâî êðè-
òè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèîíàëà V ñîâïàäàþò.

Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.2) ìîæíî çàìåíèòü ïîñòðîåíèåì êðè-
òè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèîíàëà V (òàêîé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì
ìåòîäîì).

Ôóíêöèîíàë V íàçûâàåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì, åñëè åãî ãðàäèåíò � ôðåä-
ãîëüìîâî îòîáðàæåíèå.
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1.2 Êîíå÷íîìåðíûå ðåäóêöèè

Ôðåäãîëüìîâû îòîáðàæåíèÿ ââåë â ñîâðåìåííóþ ìàòåìàòèêó Ð. Êà÷÷èî-
ïîëè (ñì. [101]�[102], [18] è áèáëèîãðàôèþ â ýòèõ èñòî÷íèêàõ). Íèæå èçëî-
æåí ïîäõîä, íàõîäÿùèéñÿ íà ñòûêå òåîðèé Êà÷÷èîïîëè è Ëåðå-Øàóäåðà.

1.2.1 LS−ïðèâîäèìûå îòîáðàæåíèÿ

Èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè è ëåììû Øìèäòà [28] âûòåêàåò ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ êàæäîãî ôðåäãîëüìîâà îòîáðàæåíèÿ f : Ω −→ F
íóëåâîãî èíäåêñà è äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ Ω ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå
îòîáðàæåíèå k : O(a) −→ F ñî çíà÷åíèÿìè â êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå (O(a) � íåêîòîðàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a â Ω),
÷òî îòîáðàæåíèå φ = f + k äèôôåìîðôíî îòîáðàæàåò O(a) íà íåêî-
òîðîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U â F . Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò,
÷òî êàæäîå ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå äèôôåîìîðôíîé çàìåíîé àðãó-
ìåíòà ëîêàëüíî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

f̃ = f · φ−1 = I + k̃, (1.3)

ãäå k̃ = −k ·φ−1 � îòîáðàæåíèå ñî çíà÷åíèÿìè â êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå. Îòîáðàæåíèå âèäà I + k̃ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì â ôîðìå
Ëåðå-Øàóäåðà èëè, áîëåå êðàòêî, LS−îòîáðàæåíèåì. Äèôôåîìîðôèçì
φ íàçûâàåòñÿ LS−ïðèâîäÿùèì äëÿ f íà O(a) [18].

Â [18] ñôîðìóëèðîâàíî óñëîâèå LS−ïðèâîäèìîñòè ôðåäãîëüìîâà îòîá-
ðàæåíèÿ â îêðåñòíîñòè êîìïàêòíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ X ⊂ Ω. 1

1.2.2 Ðåäóêöèÿ Êà÷÷èîïîëè

Ñóùåñòâóåò âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ôðåäãîëüìîâà
îòîáðàæåíèÿ, îñíîâàííûé íà ðåäóöèðóþùåé ñõåìå Ð. Êà÷÷èîïîëëè [18].
Â ëîêàëüíîì ñëó÷àå ñõåìó Êà÷÷èïîëëè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðàçíîâèä-
íîñòü ñõåìû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü f : Ω −→ F � ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå è
ïóñòü K � êîìïàêò â E. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòü O êîìïàê-
òà K è ïðÿìîå ðàçëîæåíèå F = F1+̇L, dimL < ∞, ÷òî îòîáðàæåíèå
P ·f : O −→ F1, ãäå P : F −→ F1 � ïðîåêöèÿ (ïàððàëëåëüíî L), ÿâëÿåòñÿ
ñóáìåðñèåé â òî÷êàõ O.

1Âîïðîñ îá îïèñàíèè óñëîâèé LS−ïðèâîäèìîñòè ôðåäãîëüìîâà îòîáðàæåíèÿ â îêðåñòíîñòè êîì-
ïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà áûë ïîñòàâëåí Ì.À.Êðàñíîñåëüñêèì (1969 ã.) â ñâÿçè ñ ïîñòðîåíèåì òåîðèè
òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äëÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ îáùåãî âèäà.
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Èòàê, èññëåäîâàíèå ôðåäãîëüìîâà óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü ïî ñõå-
ìå Êà÷÷èîïîëè � ÷åðåç ðåäóêöèþ ê êîíå÷íîìåðíîìó óðàâíåíèþ [18]

θ(ξ) = 0, ξ ∈M,

â êîòîðîì θ = P · f |M , à M � ãëàäêîå n−ìåðíîå (ðåäóöèðóþùåå) ïîä-
ìíîãîîáðàçèå â O è P � ïðîåêòîð íà êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
â F . Â ýòîé ñõåìå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f íà O òðàíñâåðñàëüíî Im P è
M = f−1(Im P ).

Ñõåìà Êà÷÷èîïîëè è åå îáîáùåíèÿ ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü âåòâè áè-
ôóðöèðóþùèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè, âêëþ÷àÿ ñëó÷àè ðàç-
ðóøåíèé íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèé.

1.2.3 Ìåòîä Ëÿïóíîâà � Øìèäòà (ëîêàëüíàÿ ñõåìà)

Êîíêðåòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè òðåáóþò íå òîëüêî äîêàçà-
òåëüñòâà âîçìîæíîñòè êîíå÷íîìåðíîãî ðåäóöèðîâàíèÿ, íî è êîíñòðóêòèâ-
íîé ðåàëèçàöèè ðåäóöèðóþùåé ñõåìû.

Îïèñûâàåìàÿ íèæå êîíñòðóêöèÿ èìååò àëãîðèòìè÷åñêèé õàðàêòåð è
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ ïîä îáùèì íàçâàíèåì ¾ìåòîä Ëÿïóíîâà-
Øìèäòà¿.

Ïóñòü E,F � âåùåñòâåííûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, f : E −→ F �
íåëèíåéíîå ôðåäãîëüìîâî îòîáðàæåíèå, ind f = 0. Ïóñòü, äàëåå, çàôèê-
ñèðîâàíû ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ

E = En+̇E∞−n, F = F n+̇F∞−n,

ãäå En è F n � n−ìåðíûå ïîïðîñòðàíñòâà â E è F ñîîòâåòñòâåííî, à E∞−n

è F∞−n � ïðîèçâîëüíûå ïðÿìûå äîïîëíåíèÿ ê En è F n â E è F .
Åñëè e1, e2, . . . , en � áàçèñ En, òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x ∈ E èìååò

ìåñòî ðàçëîæåíèå

x = u+ v, u =
n∑
i=1

ξiei, v ∈ E∞−n.

Åñëè e∗1, e
∗
2, .., e

∗
n � áàçèñ F n, òî

f(x) = fn(x) + f (∞−n)(x),

fn(x) =
n∑
j=1

νj(x)e
∗
j , f (∞−n)(x) ∈ F∞−n.
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Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ

∂f

∂v

(∞−n)
(a) : En −→ F n

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â íåêîòîðîé òî÷êå a ∈ E, f(a) = 0, ïîëó÷èì,
â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè, çàâèñèìîñòü v = Φ(u) (äëÿ u èç
äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè O ⊂ En òî÷êè ū), òàêóþ, ÷òî Φ(ū) = v̄
(ū, v̄ � êîìïîíåíòû a) è

f (∞−n)(u+ Φ(u)) = 0 ∀u ∈ O (1.4)

(îòîáðàæåíèå Φ : O −→ E∞−n ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì). Äëÿ îòûñêà-
íèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x) = 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = a äîñòàòî÷íî
íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

f (n)(u+ Φ(u)) = 0. (1.5)

Îïðåäåëåíèå 1.3. Îòîáðàæåíèå τ : En −→ F n, ãäå

τ(u) = f (n)(u+ Φ(u)),

íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì.

Óðàâíåíèå (1.5) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

θ(ξ) = 0, (1.6)

θ(ξ) = (θ1(ξ), . . . , θn(ξ))
⊤ ,

ãäå

θk(ξ) = νk

(
n∑
i=1

ξiei + Φ

(
n∑
i=1

ξiei

))
.

Çàìå÷àíèå 1.1. Óðàâíåíèå (1.5) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ðàçâåòâëå-
íèÿ, à òàêæå êëþ÷åâûì èëè áèôóðêàöèîííûì. Àíàëîãè÷íûå íàçâàíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.6).

Çàìå÷àíèå 1.2. Âûáîð ðàçëîæåíèé E = En+̇E∞−n, F = F n+̇F∞−n

è áàçèñîâ {ej}, {e∗k} â En è F n îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò àíàëèòè÷åñêóþ
ôîðìó óðàâíåíèÿ (1.6). Êàæäûé íàáîð òàêèõ ðàçëîæåíèé è áàçèñîâ (â
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íîìåðíûõ êîìïîíåíòàõ) íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðó-
þùåé ñõåìîé.
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Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, E ⊂ F ⊂ H � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òðåõ íåïðåðûâíî âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ è ïóñòü En = Ker ∂f

∂x(a).
Â êà÷åñòâå E∞−n ìîæíî ðàññìîòðåòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê En â
E. Ïðè ýòîì

ξi = ⟨x, ei⟩, i = 1, . . . , n

(⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H), ãäå e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ â En; F n � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê F∞−n = Im ∂f

∂x(a) â
F, à νj = ⟨f(x), e∗j⟩, j = 1, . . . , n, ãäå e∗1, . . . , e

∗
n � îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ â F n. Îáîçíà÷èì

φ(ξ) :=
n∑
j=1

ξjej + Φ

(
n∑
i=1

ξiei

)
.

Òîãäà
θ(ξ) = P̃ · f(φ(ξ)), (1.7)

ãäå
P̃ (y) = (⟨y, e∗1⟩, . . . , ⟨y, e∗n⟩)⊤

Îòîáðàæåíèå φ(ξ) îïðåäåëåíî íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O ⊂ Rn òî÷êè ξ̄
ñ êîîðäèíàòàìè ξ̄j, ξ̄j = ⟨a, ej⟩.

Òåîðåìà 1.2. Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ f(x) = 0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = φ(ξ̄) è òî÷êà ξ̄ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
θ(ξ) = 0. Ïðè ýòîì dim Ker ∂f

∂x(a) = dim Ker ∂θ
∂ξ (ξ̄)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñóùåñòâîâàíèåì LS−ïðèâîäÿùåãî (ëîêàëüíî) äèôôåîìîðôèçìà ψ:

f̃(ũ+ ṽ) := f · ψ−1(ũ+ ṽ) = h(ũ, ṽ) + ṽ, ũ ∈ Rn.

ßñíî, ÷òî êëþ÷åâîå îòîáðàæåíèå θ(ξ) ãëàäêî V−ýêâèâàëåòíî îòîáðàæå-
íèþ θ̃(ũ) := h(ũ, 0). Èç ïðåäñòàâëåíèÿ

∂f̃

∂x̃
=

(
I 0
∂h̃
∂ṽ

∂h̃
∂ũ

)
ìîìåíòàëüíî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Ker
∂f̃

∂x̃
(x̃) = Ker

∂h̃

∂ṽ
(x̃),

èç êîòîðîãî âûòåêàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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1.2.4 Íåëîêàëüíàÿ âåðñèÿ

Ëîêàëüíàÿ ñõåìà Ëÿïóíîâà�Øìèäòà âåñüìà ýôôåêòèâíî ðàáîòàåò â òåî-
ðèè áèôóðêàöèé ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñóùåñòâåííî ìåíüøå
ðåçóëüòàòîâ ïî íåëîêàëüíûì áèôóðêàöèîííûì ïðîáëåìàì. Ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî ïðèìåíÿåìûå â ëîêàëüíîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû
ïåðåñòàþò ðàáîòàòü ïðè íåëîêàëüíîì ðàññìîòðåíèè âîïðîñîâ (íà êîíå÷-
íûõ îáëàñòÿõ è ïðè êîíå÷íûõ çàêðèòè÷åñêèõ ïðèðàùåíèÿõ ïàðàìåòðîâ).
Â ïîñëåäíèå ãîäû, â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì íîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíîãî íåëî-
êàëüíîãî àíàëèçà, îñíîâàííîãî íà íåëîêàëüíîé êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèè.

Â îñíîâå äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé íàõîäèòñÿ òåîðåìà Áàíàõà � Ìàçóðà
� Êà÷÷èîïîëè, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé êðèòåðèé ãëîáàëüíî äèôôåîìîðô-
íîãî äåéñòâèÿ îòîáðàæåíèÿ.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, îòîáðàæåíèå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

f : E −→ F (1.8)

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì è ôðåäãîëüìîâûì èíäåêñà íóëü.

Òåîðåìà 1.3. (Áàíàõ, Ìàçóð, Êà÷÷èîïîëè) Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
(1.8) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, êîãäà âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
1) ïðîèçâîäíàÿ ôðåøå ∂f

∂x(a) â êàæäîé òî÷êå a ∈ E äåéñòâóåò èçîìîðô-
íî èç E íà F ,
2) îòîáðàæåíèå (1.8) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì (ïðîîáðàç êîìïàêòà êîì-
ïàêòåí).

Äîêàçàòåëüñòâî èìååòñÿ â [18]. Ñàìîå êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî îñíî-
âàíî íà çàìå÷àíèè î òîì, ÷òî îáúåäèíåíèå óñëîâèé ëîêàëüíîé äèôôåî-
ìîðôíîñòè è ñîáñòâåííîñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî f îêàçûâàåòñÿ íàêðû-
âàþùèì îòîáðàæåíèåì. Òàê êàê íàêðûòèå íàä îäíîñâÿçíîé áàçîé âñåãäà
îäíîêðàòíî, òî ýòî è îçíà÷àåò äèôôåîìîðôíîñòü äåéñòâèÿ.

Ïóñòü, äàëåå,

E = En+̇E∞−n, F = F n+̇F∞−n (1.9)

� ðåäóöèðóþùèå ðàçëîæåíèÿ ðàññìàòèðèâàåìûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ
â ïðÿìûå ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ è

f(x) = f (n)(u+ v) + f∞−n(u+ v) (1.10)

� ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå f ,

u ∈ En, v ∈ E∞−n, f (n)(u+ v) ∈ F n, f∞−n(u+ v) ∈ F∞−n.
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Ñ êàæäûì u ∈ En ñâÿæåì îòîáðàæåíèå

f∞−n
u : E∞−n −→ F∞−n, f∞−n

u (v) := f∞−n(u+ v). (1.11)

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî u ∈ En îòîáðàæåíèå (1.11) ÿâëÿ-
åòñÿ ñîáñòâåííûì è ïðè ýòîì

∂fu
∂v

∞−n
(a) : E∞−n −→ F∞−n

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ êàæäûõ u ∈ En, a ∈ E∞−n. Òîãäà íàéäåòñÿ
òàêîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå

Φ : En −→ E∞−n,

÷òî òî÷êà a îêàæåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

f(x) = 0

ëèøü â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

a = ū+ Φ(ū),

ãäå ū � ðåøåíèå ãëîáàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ

τ(u) = 0, (1.12)

â êîòîðîì τ(u) := f (n)(u+Φ(u)). Ïðè ýòîì ëîêàëüíûå êîëüöà îñîáåííî-
ñòåé 2 îòîáðàæåíèé f è θ â òî÷êàõ u è a = u+Φ(u), ñîîòâåòñòâåííî,
èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîáñòâåííîñòü è ëîêàëüíàÿ äèôôåîìîðôíîñòü îòîá-
ðàæåíèÿ f∞−n

u ïðèâîäèò ê äèôôåîìîðíîôíîñòè äåéñòâèÿ ýòîãî îòáðàæå-
íèÿ èç E∞−n íà F∞−n (ïî òåîðåìå (1.3.)). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî
u ∈ En íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà v = Φ(u) ∈ E∞−n, äëÿ êîòîðîé
f∞−n(u + Φ(u)) = 0. Ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ Φ(u) ñëåäóåò èç òåîðåìû î
íåÿâíîé ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1.8), êîòîðîå ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé

f∞−n(u+ v) = 0,

f (n)(u+ v) = 0,

}
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (1.4.).

Äîêàçàòåëüñòâî èçîìîðôíîñòè ëîêàëüíûõ êîëåö ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðò-
íûìè ïðèåìàìè, ðàçðàáîòàííûìè â êîíå÷íîìåðíîé òåîðèè îñîáåííîñòåé
ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé [5], [19] è ëåãêî ïåðåíîñÿùèìèñÿ íà áåñêîíå÷íîìåð-
íûå áàíàõîâû ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ êëàññà ôðåäãîëüìîâûõ îòîáðàæåíèé.

2Ëîêàëüíîå êîëüöî îñîáåííîñòè ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå a ∈ E îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîð
êîëüöà ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèîíàëîâ â òî÷êå a ïî èäåàëó, ïîðîæäåííóìó ôóíêöèîíàëàìè âèäà
α(f(x)), ãäå α � ïðîèçâîëüíûé ãëàäêèé ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
b = f(a) â ïðîñòðàíñòâå F .
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1.3 Âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ

1.3.1 Ðåäóöèðóþùàÿ ñõåìà Ïóàíêàðå

Ñõåìà Ïóàíêàðå áûëà ñîçäàíà äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ñ
öåëüþ ïîíèæåíèÿ èõ ðàçìåðíîñòè [86].

Ïóñòü çàäàíà ãëàäêàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

V (x) −→ inf, x ∈ Rn, (1.13)

äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå êîýðöèòèâíîñòè

lim
|x|→∞

V (x) = +∞, (1.14)

òàê ÷òî çàäà÷à (1.13) ðàçðåøèìà. Åñëè ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé

∂2V

∂x2
(a)(h, h) > 0 ∀(a, h) ∈ Rn × (Rn \ 0), (1.15)

òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, êàê ëåãêî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàäà÷à ñòíîâèòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíîé, ïîýòîìó ïðè-
õîäèòñÿ èññëåäîâàòü ôóíêöèþ â ñèòóàöèè ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ òî-
÷åê ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ÷òî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò àíàëèç ôóíê-
öèè è ïðèáëèæåííîå ïîñòðîåíèå ýêñòðåìàëåé. Íàëè÷èå ¾óïðàâëÿþùèõ¿
ïàðàìåòðîâ, èçìåíåíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê áèôóðêàöèîííûì ÿâëåíèÿì,
åùå áîëåå óñëîæíÿåò çàäà÷ó ïîèñêà è èçó÷åíèÿ ýêñòðåìàëåé. À. Ïóàí-
êàðå ïðåäëîæèë ïðîöåäóðó, ïîçâîëÿþùóþ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îáëåã÷èòü
èçó÷åíèå âåòâëåíèÿ ýêñòðåìàëåé çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ ¾íåñóùåñòâåííûõ¿
ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå âûïóêëîñòè V ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ:

∂2V

∂x2
(a)(h, h) > 0 ∀(a, h) ∈ Rn × (L \ 0), (1.16)

ãäå L � ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn ðàçìåðíîñòè l. Òîãäà âìåñòî (1.13) ìîæíî
ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ

W (ξ) −→ inf, ξ ∈M, (1.17)

ãäå M � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê L â Rn (â ñòàíäàðòíî ñêàëÿðíîì
ïðîèçâåäåíèè (x, y) =

∑n
i=1 xiyi ), à W � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ñîîò-

íîøåíèåì
W (ξ) = inf

h∈L
V (ξ + h). (1.18)
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Òåîðåìà 1.5. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.14) è (1.16), òî ôóíêöèÿ
(1.18) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç êîýðöèòèâíîñòè ôóíêöèè V ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå â ñëîå ξ + L (∀ ξ ∈ M) òî÷êè ãëîáàëüíîãî óñëîâíîãî ìèíèìóìà
ξ + h(ξ), ãäå h(ξ) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂V

∂hj
(ξ + h) = 0, j = 1, . . . , l (1.19)

(h1, . . . , hl � êîîðäèíàòû âåêòîðà h îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíî ôèêñèðî-
âàííîãî áàçèñà â L ). Óñëîâèå (1.16) ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
ïðè ëþáîì ξ è åãî ãëàäêóþ çàâèñèìîñòü îò ξ (ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíê-
öèè: ÿêîáèàí ëåâîé ÷àñòè (1.19) ïî ïåðåìåííûì h1, . . . , hl íåâûðîæäåí
âñëåäñòâèå (1.16) ). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ W (ξ) = V (ξ + h(ξ)) ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêîé.

Çàìå÷àíèå 1.3. Ñòðîãî ãîâîðÿ, À. Ïóàíêàðå îïðåäåëÿë ôóíêöèþ W
íå ôîðìóëîé (1.18), à ñèñòåìîé óðàâíåíèé (1.19). Ôóíêöèÿ W ïðè ýòîì
îïðåäåëÿëàñü ëèøü ëîêàëüíî (óñëîâèÿ (1.14) íå áûëî) è ïðåäíàçíà÷àëàñü
äëÿ (ëîêàëüíîãî) èññëåäîâàíèÿ áèôóðêàöèè ýêñòðåìàëåé [86]. Ñìûñë ïå-
ðåõîäà îò (1.13) ê (1.17) ñîñòîÿë â çàìåíå ¾ìíîãîìåðíîé¿ çàäà÷è íà
¾ìàëîìåðíóþ¿, êàê áîëåå äîñòóïíóþ.

Ôóíêöèÿ (1.18), ïîëó÷åííàÿ ïðè óñëîâèÿõ (1.14) è (1.16), íàçûâàåòñÿ
êëþ÷åâîé. Êîîðäèíàòû ξj, j = 1, . . . ,m = n − l, âåêòîðà ξ ∈ M îòíî-
ñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî áàçèñà {f1, . . . , fm} â M òàêæå
íàçûâàþòñÿ êëþ÷åâûìè. Îòîáðàæåíèå φ : ξ −→ ξ + h(ξ), ãäå h(ξ) îïðå-
äåëåíî ñèñòåìîé óðàâíåíèé (1.19), íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðóþùèì èëè ìàðãè-
íàëüíûì 3.

Òåîðåìà 1.6. Ìàðãèíàëüíîå îòîáðàæåíèå çàäàåò âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè
V è åå êëþ÷åâîé ôóíêöèè W . Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè íåâûðîæäåííûå
êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïåðåõîäÿò â íåâûðîæäåííûå è òîëüêî íåâûðîæäåí-
íûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè (ñ ñîõðàíåíèåì çíà÷åíèé èíäåêñîâ Ìîðñà). À ñî-
îòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó âûðîæäåííûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè èìåþò
èçîìîðôíûå ëîêàëüíûå êîëüöà îñîáåííîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îáîáùåí-
íîé ëåììû Ìîðñà (ëåììû î ðàñùåïëåíèè îñîáåííîñòè).

3 Òåðìèí ¾ìàðãèíàëüíîå îòîáðàæåíèå¿ çàèìñòâîâàí èç òåîðèè ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé, â êîòîðîé
îí èñïîëüçóåòñÿ â àíàëîãè÷íîì êîíòåêñòå
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Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïåðåõîä îò çàäà÷è (1.13) ê çàäà÷å (1.17), ãäåW �
êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ ôóíêöèè V , íàçûâàåòñÿ ðåäóêöèåé ïî ñõåìå Ïóàíêàðå
èëè, áîëåå êðàòêî, ðåäóêöèåé Ïóàíêàðå.

Ïîäõîä À.Ì. Ëÿïóíîâà è Ý. Øìèäòà ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â
ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ, ÷òî âïîñëåäñòâèè ïðèâåëî
ê ñîçäàíèþ îáøèðíîé òåîðèè âåòâëåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
[28], [65]. Â ýòîé òåîðèè ïðîèçîøåë îòðûâ îò âàðèàöèîííûõ êîðíåé ìåòî-
äà êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêöèé. Âîçâðàò ê âàðèàöèîííûì çàäà÷àì â ðàìêàõ
îáùåé òåîðèè âåòâëåíèÿ ïðîèçîøåë ëèøü â 70-òûå ãîäû ïðîøåäøåãî ñòî-
ëåòèÿ (ñì. [64], [109]�[110], [49]).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàçâèòèå óïîìÿíóòûõ ïîäõîäîâ ïðîèñõîäèëî, â
îñíîâíîì, íà óðîâíå ëîêàëüíûõ çàäà÷ � â âèäå ñõåì ïîñòðîåíèÿ òàê íàçû-
âàåìûõ ìàëûõ ðåøåíèé, çàâèñÿùèõ îò ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîòðåáíîñòü
â óñëîâèÿõ òèïà ñîáñòâåííîñòè ãðàäèåíòíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðè ýòîì íå
âîçíèêàëà. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåëîêàëüíûõ ðåäóêöèé
âìåñòî óñëîâèÿ ñîáñòâåííîñòè îòîáðàæåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü áîëåå ÷àñò-
íûå óñëîâèÿ, ïðèâîäÿùèå ê âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ñæàòûõ
îòîáðàæåíèé.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f : E → F , E, F � áàíàõîâû ïðî-
ñòðàíñòâà, ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì ôðåäãîëüìîâûì îòîáðàæåíèåì íóëå-
âîãî èíäåêñà (ñ ïîòåíöèàëîì V ), è íàðÿäó ñ ýòèì âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
a) E ⊂ F ⊂ H � òðîéêà íåïðåðûâíî âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ, H � ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
á) E ïëîòíî âH (ëþáîé ýëåìåíò èçH ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ èç E).

Èç ïëîòíîñòè E â H ñëåäóåò, ÷òî F òàêæå ïëîòíî â H. Ïëîòíîñòè E â
H îáåñïå÷èâàåò ðàâíîñèëüíîñòü ðàâåíñòâà ∂V

∂x (x) = 0 óðàâíåíèþ Ýéëåðà
f(x) = 0.

Ñâîéñòâî ñîáñòâåííîñòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì
ñðåäñòâîì ïðîâåðêè íåëîêàëüíîé ðåäóöèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ. Âïåðâûå îíî
áûëî èñïîëüçîâàíî (êàê óñëîâèå ãëîáàëüíîé ðåäóöèðóåìîñòè) â ðàáîòå
[88]), â êîòîðîé ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü ãðàäèåíòíîå îòîáðàæåíèå f : E −→ F ÿâëÿåò-
ñÿ ñîáñòâåííûì è ïóñòü ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîëîæèòåëüíî-
ñòè (âûïóêëîñòè) åãî ïîòåíöèàëà V íà ïîäïðîñòðàíñòâå L â E, ÿâëÿþ-
ùåìñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê N = Lin(e1 . . . en) (L = E ∩N⊥).

Òîãäà ìàðãèíàëüíîå îòîáðàæåíèå φ : ξ 7→
n∑
j=1

ξjej + h(ξ), ãäå h(ξ) îïðå-
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äåëåíî óðàâíåíèåì f

(
n∑
j=1

ξjej + h

)
= 0 , h ∈ L , óñòàíàâëèâàåò âçàèì-

íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè êëþ÷åâîé
ôóíêöèè

W (ξ) := inf
h∈L

V

(
n∑
j=1

ξjej + h

)
= V

(
n∑
j=1

ξjej + h(ξ)

)
,

è ôóíêöèîíàëà V . Ïðè ýòîì ëîêàëüíûå êîëüöà îñîáåííîñòåé 4 ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ôóíêöèé â òî÷êàõ ξ è φ(ξ) èçîìîðôíû. Â ñîîòâåòñòâóþùèõ
äðóã äðóãó îäíîêðàòíûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå
èíäåêñîâ Ìîðñà 5.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûìè ïðèåìàìè, ðàçðàáîòàííûìè
â êîíå÷íîìåðíîé òåîðèè îñîáåííîñòåé ãëàäêèõ ôóíêöèé [5], [19] è ëåãêî
ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ íà ôðåäãîëüìîâû îòîáðàæåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ
áàíàõîâûõ ìíîãîîáðàçèé è ôðåäãîëüìîâû ôóíêöèîíàëû.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà a ôóíêöèèW : U ⊂ Rn → R
íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé (ìîðñîâñêîé), åñëè

det

(
∂2W

∂x2
(a)

)
̸= 0.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü V : E → R � ãëàäêèé ôðåäãîëüìîâ ôóíê-
öèîíàë, E � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà a ôóíêöèîíà-
ëà V íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé (ìîðñîâñêîé), åñëè

∂f

∂x
(a)h ̸= 0 , ∀ h ∈ E\{0}.

Ëåììà 1.1. (Êîíå÷íîìåðíàÿ ëåììà Ìîðñà, [84]) Ïóñòü a � íå-
âûðîæäåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ãëàäêîé ôóíêöèè W : Rn → R. Òîãäà
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ⊂ Rn òî÷êè a ìîæíî óêàçàòü òàêóþ ëî-
êàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x1, x2, . . . , xn, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ
xi(a) = 0 ∀ i , ÷òî

W (x) = W (a)−
q∑

k=1

x2k +
n∑

k=q+1

x2k íà U .

4Ëîêàëüíîå êîëüöî îñîáåííîñòè ãëàäêîãî ôóíêöèîíàëà V â êðèòè÷åñêîé òî÷êå a îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ôàêòîð êîëüöà ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèîíàëîâ â òî÷êå a ïî èäåàëó, ïîðîæäåííóìó ôóíêöèîíàëàìè
âèäà α(f(x)), ãäå a � ïðîèçâîëüíûé ãëàäêèé ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ â ïðîñòðàíñòâå F (f = gradHV ).

5Èíäåêñ Ìîðñà â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïîäïðî-
ñòðàíñòâà, íà êîòîðîì îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí âòîðîé äèôôåðåíöèàë.
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×èñëî q íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì Ìîðñà êðèòè÷åñêîé òî÷êè.

Ëåììà 1.2. (Áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ëåììà Ìîðñà, [99]) Ïóñòü çàä-
àí ôðåäãîëüìîâ ôóíêöèîíàë V ñ ãðàäèåíòíîé ðåàëèçàöèåé â òðîéêå ïðî-
ñòðàíñòâ {E,F,H}, è xo ∈ E � íåâûðîæäåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà V.
Òîãäà ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì φ : (U , xo) → (O, 0) , ãäå U è O �
îêðåñòíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè xo è íóëÿ â E, òàêîé, ÷òî

V (x) = V (xo) +
1

2

⟨∂f
∂x

(xo)y, y
⟩
, y = φ(x), x ∈ U , f = grad V

(⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H).

Èíäåêñîì Ìîðñà íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè à ôóíêöèîíàëà
V íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì
îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí âòîðîé äèôôåðåíöèàë ∂2V

∂x2 (a)(h, h).

1.3.2 Âûïóêëûå ôóíêöèîíàëû è ïðèáëèæåíèÿ Ãàëåðêèíà-Ðèòöà

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíîé òåîðåìà Ýáåðëåéíà-Øìóëüÿíà [54], íåïðå-
ðûâíûé ñòðîãî âûïóêëûé ôóíêöèîíàë V íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
H, ðàññìîòðåííûé íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì âûïóêëîì ïîäìíîæåñòâå
K ⊂ H, èìååò òî÷êó ìèíèìóìà (àâòîìàòè÷åñêè åäèíñòâåííóþ). Î÷åâèä-
íî, ÷òî âìåñòî óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòèK ìîæíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ êîýðöèòèâíîñòè ôóíêöèîíàëà:

V (x) → ∞ ïðè ∥x∥ → ∞,

òàêæå âëåêóùåå ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîé òî÷êè ìèíèìóìà.
Â êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ïîèñê ïðèáëèæåíèé ê òî÷êå ìè-

íèìóìà ÷àñòî îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäîâ Ãàëåðêèíà è Ðèòöà [65],
[81], [74], [36].

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ïîèñê ðåøåíèé ìíîãèõ âà-
ðèàöèîííûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ òî÷åê ìèíèìóìà âû-
ïóêëîãî ôóíêöèîíàëà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, çàäàííîãî â âèäå

V (x) =
1

2
⟨Ax, x⟩+ ω(x), (1.20)

ãäå ⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H0, â êî-
òîðîå H âëîæåíî íåïðåðûâíî, êîìïàêòíî è âñþäó ïëîòíî. Ïðè ýòîì A �
ïîëîæèòåëüíûé ñèììåòðè÷íûé (â ⟨·, ·⟩) èçîìîðôèçì èç H íà H0, à ω(x) �
ãëàäêèé ôóíêöèîíàë, ãðàäèåíò êîòîðîãî g(x) := grad ω(x) (â ⟨·, ·⟩) ÿâëÿ-
åòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì èç H â H0. Åñëè ïðåäïîëîæèòü,
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÷òî ôóíêöèîíàë (1.20) ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî H1, ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì H â íîðìå (ñì. [81])

|x|1 :=
√
⟨Ax, x⟩,

òî ôóíêöèîíàë (1.20) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

1

2
⟨x, x⟩1 + ω̃(x), ⟨x, y⟩1 := ⟨Ax, y⟩, (1.21)

ãäå ω̃ � ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå íà H1 ôóíêöèîíàëà ω. Ïðè ýòîì áóäåì
èìåòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ãðàäèåíòà â H1:

gradH1
V (x) = x+ g̃(x), g̃(x) = A−1g(x). (1.22)

Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèîíàëà â ýíåðãåòè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì â ôîðìå Ëåðå-Øàóäåðà.

Åñëè çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ îðòîïðîåêòîðîâ {Pn}
â H1, ñèëüíî ñõîäÿùóþñÿ ê I (òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ), òî, î÷åâèä-
íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé x + Png̃(x) áóäåò ðàâíîìåðíî ñõî-
äèòüñÿ ê x + g̃(x) íà ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè â H1, ÷òî âëå÷åò
ñõîäèìîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé

x+ Png̃(x) = 0, x ∈ H1 ,

ê òî÷êå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà V . Òàê êàê ëþáîå ðåøåíèå ïîñëåäíåãî
óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæèò En := Im Pn, òî ïîèñê åãî ðåøåíèé ñâîäèòñÿ ê
ïîèñêó ðåøåíèé ãàëåðêèíñêîé àïïðîêñèìàöèè ýòîãî óðàâíåíèÿ:

u+ Png̃(u) = 0, u ∈ En . (1.23)

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.23) ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè

WR(u) := V (u), u ∈ En

è íàçûâàåòñÿ ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèåé èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëà.
Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå òî÷åê ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà V ìîæíî

îñóùåñòâëÿòü, êîìáèíèðóÿ ïåðåõîä ê ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè WR ñ
ìåòîäîì êðàò÷àéøåãî ñïóñêà äëÿ WR.

1.4 Óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè. Çàäà÷à î áèôóðêàöèè

ýêñòðåìàëåé

Âàæíûì òèïîì óðàâíåíèé, ÷àñòî âñòðå÷àþùèìñÿ â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâî óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì:

f(x, λ) = b, x ∈ E, b ∈ F, λ ∈ Rk.
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Òî åñòü f âêëþ÷åíî â f(x, λ) : U × Rk → F, f(x, 0) = f(x), � ñåìåéñòâî
ãëàäêèõ ôðåäãîëüìîâûõ îòîáðàæåíèé, ãëàäêî çàâèñÿùåå îò âåêòîðíîãî
ïàðàìåòðà λ ∈ Rm. Åñëè îòîáðàæåíèå f(·, λ) ïîòåíöèàëüíî ñ ïîòåíöèà-
ëîì V (·, λ), òî ïîòåíöèàë òàêæå ãëàäêî çàâèñèò îò äàííîãî ïàðàìåòðà.
Â òàêîé ñèòóàöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïîíÿòèå áèôóðêàöèè
ýêñòðåìàëåé è, ñîîòâåòñòâåííî, áèôóðêàöèîííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïóñòü λ = λ0 � òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ïðè
êîòîðîì 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèîíàëà
V (x, λ) â îáëàñòè Omega ⊂ E. Çíà÷åíèå λ0 íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîí-
íûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå λ1, ∥λ1 − λ0∥ < ε, ïðè
êîòîðîì V èìååò íå ìåíåå äâóõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê a1, a2 òàêèõ, ÷òî
max {∥a1 − a∥ ∥a2 − a∥} < ε.

Â óñëîâèÿõ äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ãîâîðÿò, ÷òî ïåðåõîä λ ÷åðåç (áè-
ôóðêàöèîííîå) çíà÷åíèå λ0 ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîæäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ
ýêñòðåìàëåé èç íóëÿ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ áèôóðêàöèÿ â
íåíóëåâîé òî÷êå îáëàñòè Omega.

Çàäà÷à èçó÷åíèÿ âåòâëåíèÿ ýêñòðåìàëåé âáëèçè òî÷êè áèôóðêàöèè øè-
ðîêî èçâåñòíà ïîä îáùèì íàçâàíèåì ¾çàäà÷à î áèôóðêàöèè ýêñòðåìàëåé¿.
Âàæíåéøåé ñîñòàâëÿþùåé ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ ãåîìåòðè÷åñêîãî
ñòðîåíèÿ êàóñòèêè, ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå áèôóðêàöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü çàäàíà ôðåäãîëüìîâà Cr−ðàçâåðòêà

f(·, δ) : E → F, δ ∈ ∆m ⊂ Rm.

Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â E. Äèñêðèìèíàíòíûì ìíîæå-
ñòâîì Σ(Ω) óðàâíåíèÿ

f(x, δ) = 0 x ∈ Ω (1.24)

íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òåõ çíà÷åíèé λ = λ̄, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå
(1.24) èìååò â Ω âûðîæäåííîå ðåøåíèå x̄:

f(x̄, λ̄) = 0 codim

(
Im
∂f

∂x
(x̄, λ̄)

)
> 0.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïóñòü Σ̃(Ω)λ̄ � ðîñòîê ìíîæåñòâà Σ(Ω) â òî÷-
êå λ̄. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå

Σ(x̄, λ̄) =
∩

Ω: x̄∈Ω

Σ̃(Ω)λ̄

íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòíûì ìíîæåñòâîì óðàâíåíèÿ (1.24) â òî÷êå (x̄, λ̄).
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Åñëè (1.24) � âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (f = gradV ), òî Σ(x̄, λ̄) íàçû-
âàåòñÿ êàóñòèêîé ôóíêöèîíàëà V â òî÷êå x̄.

1.5 Îáùèé âçãëÿä íà êîíå÷íîìåðíóþ ðåäóêöèþ â âà-

ðèàöèîíîé çàäà÷å

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïóñòü V � ãëàäêèé ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà
îáëàñòè Ω áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E. Êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèåé V íà
îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå Ψ ⊂ Ω íàçûâàåòñÿ òðîéêà {p, φ,N}, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(1) Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå p : Ψ → N (N � êîíå÷íîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå)
ÿâëÿåòñÿ ñóáìåðñèåé (òî åñòü êàæäûé äèôôåðåíöèàë êàñàòåëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ∂p

∂x(a) : Ta(Ψ) → Tξ(N) ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì "íà").
(2) ∀ ξ ∈ U = p(Ψ) ôóíêöèîíàë Vξ = V |p−1(ξ) èìååò åäèíñòâåííóþ,
ïðè÷åì íåâûðîæäåííóþ, êðèòè÷åñêóþ òî÷êó φ(ξ) (÷òî îçíà÷àåò íåâû-
ðîæäåííîñòü âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà

∂2

∂x2
(V |p−1(ξ))(φ(ξ))(h, h),

h ∈ Tφ(ξ)(p
−1(ξ)), êàê êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå).

(3) Îòîáðàæåíèå φ : U → Ψ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.

Îòîáðàæåíèå p íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðóþùåé ñóáìåðñèåé. Ðàçìåðíîñòüþ
ðåäóêöèè íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü îáðàçà ðåäóöèðóþùåé ñóáìåðñèè.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ôóíêöèÿ W : U → R, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

W (ξ) = V (φ(ξ)), ξ ∈ U , (1.25)

íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé, à îòîáðàæåíèå φ � ìàðãèíàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Åñëè ∀ ξ ∈ N òî÷êà φ(ξ) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìè-
íèìóìà ôóíêöèîíàëà Vp−1(ξ), òî ðåäóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé.

Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé ðåäóêöèè êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðà-
âåíñòâîì

W (ξ) = inf
x:p(x)=ξ

V (x) = V (φ(ξ)). (1.26)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ôóíäàìåíòàëüíîå óòâåðæäåíèå [87]:
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Óòâåðæäåíèå 1.1 Ïóñòü {p, φ,N} � ýëëèïòè÷åñêàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ
ðåäóêöèÿ ãëàäêîãî ôóíêöèîíàëà V íà îáëàñòè Ω ãëàäêîãî áàíàõîâà ìíîãî-
îáðàçèÿM . Òîãäà ìàðãèíàëüíîå îòîáðàæåíèå φ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
êëþ÷åâîé ôóíêöèè W è ôóíêöèîíàëà V . Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå
äðóã äðóãó êðèòè÷åñêèå òî÷êè îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ëèáî âûðîæäåí-
íûìè, ëèáî íåò. Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè-
÷åñêèå òî÷êè èìååò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ Ìîðñà.

Âñå òîïîëîãè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, òàê èëè èíà÷å õàðàê-
òåðèçóþùèå òèï ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (êðàòíîñòü, ëîêàëüíîå êîëüöî îñî-
áåííîñòè, âåðñàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è ò.ï. [5],
[85]), äëÿ ôóíêöèîíàëîâ ìîæíî ââîäèòü ÷åðåç êëþ÷åâûå ôóíêöèè.

1.6 Ëîêàëüíàÿ âàðèàöèîííàÿ ñõåìà Ëÿïóíîâà-Øìèä-

òà

Âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî ôîðìóëèðîâàíèå óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè è íåâû-
ðîæäåííîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè äëÿ Vξ = V |p−1(ξ) ïðîùå îñóùåñòâèòü
ëîêàëüíî � â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Ñäåëàåì ýòî
íà ïðèìåðå øèðîêî èçâåñòíîé ñõåìû êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèè � ñõåìû
Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.

Êàê è ðàíåå, áóäåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíî ïîòåíöèàëüíîå îòîáðà-
æåíèå f : U → F (ñ ïîòåíöèàëîì V ), ãäå U � îáëàñòü áàíàõîâà ïðî-
ñòðàíñòâà E (E, F � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ôðåä-
ãîëüìîâûì íóëåâîãî èíäåêñà, è íàðÿäó ñ ýòèì âûïîëíåíû ¾òåõíè÷åñêèå
óñëîâèÿ¿: E ⊂ F ⊂ H � òðîéêà íåïðåðûâíî âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ
(H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî); E ïëîòíî â H (èç ïëîòíîñòè E â H
ñëåäóåò ïëîòíîñòü F â H).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå ãëàäêóþ çàâèñèìîñòü f îò ïàðàìåòðà λ ∈
Rm (¾ïî óìîë÷àíèþ¿). Ïóñòü, äàëåå, A(λ) := ∂f

∂x(0, λ) è dimN = n > 0 ,
ãäå N = KerA(λ0) .

Íàëîæèì òàêæå äâà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ :
1) â N çàôèêñèðîâàí îðòîíîðìèðîâàííûé (â H) áàçèñ {ej}nj=1 , âìåñòå ñ
íàáîðîì ãëàäêèõ (ñïåêòðàëüíûõ) ôóíêöèé {αj(λ)}nj=1, αj(λ0) = 0 , îïðå-
äåëåííûõ íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U(0) ⊂ Rm, äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

A(λ) ej = αj(λ) ej ∀ j , (Mod)
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2) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

⟨A(λ) v, v⟩ > 0 ∀v ∈ E ∩N⊥ , v ̸= 0. (Pos)

Âåêòîðû e1 , e2 , . . . en íàçûâàþòñÿ âåäóùèìè ìîäàìè áèôóðêàöèé.

Çàôèêñèðóåì äàëåå ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ

E = N u E∞−n, F = N u F∞−n,

ãäå E∞−n è F∞−n � ïðÿìûå îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ ê N â E è F .
Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x ∈ E èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

x = u+ v, u =
n∑
j=1

ξjej, v ∈ E∞−n , ξj = ⟨x, ej⟩ ,

à òàêæå ïðåäñòàâëåíèå

f(x, λ) = fn(x, λ) + f∞−n(x, λ),

ãäå

fn(x, λ) =
n∑
i=1

fj(x, λ)ej , fj(x, λ) = ⟨f(x, λ), ej⟩ ,

f∞−n(x, λ) := f(x, λ)− fn(x, λ) ∈ F∞−n.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà V (x, λ) áëèçè íóëÿ îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñèñòåìîé äâóõ óðàâíåíèé

fn(u+ v, λ) = 0 ,
f∞−n(u+ v, λ) = 0 .

}
(1.27)

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ

∂f∞−n

∂v
(, λ) : E∞−n → F∞−n

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (â ñèëó óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè (Pos)), òî ïî-
ëó÷èì, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, ñóùåñòâîâàíèå ÿâíîé çàâèñèìîñòè

v = Φ(u, λ)

(â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè O×U ⊂ E∞−n×Rn íóëÿ), äëÿ êîòîðîé
Φ(0, λ0) = 0 è

f∞−n(u+ Φ(u, λ), λ) = 0 ∀ u ∈ On .
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Çëåñü è íèæå ïîëàãàåì O = O n ×O∞−n .
Îòîáðàæåíèå Φ : O n → E∞−n ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.
Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x, δ)=0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x =

a äîñòàòî÷íî íàéòè ðåøåíèÿ u = u(λ) óðàâíåíèÿ

fn(u+ Φ(u, λ), λ) = 0. (1.28)

Ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèå çàäàåòñÿ ¾ñâÿçûâàþùåé¿ ôîðìóëîé

x(ξ, λ) = u(λ)(ξ) + Φ(u(λ)(ξ), λ) . (1.29)

Îïðåäåëåíèå 1.13. Îòîáðàæåíèå τ : On → F n, ãäå

τ(u, λ) = fn(u+ Φ(u, λ), λ),

íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè óðàâíåíèå (1.24) èñïîëüçóåòñÿ â êîîð-
äèíàòíîé ôîðìå

θ(ξ, λ) = 0. (1.30)

ãäå

θ(ξ, λ) = (θ1(ξ, λ) , θ2(ξ, λ) , . . . , θn(ξ, λ) , ) , θk(ξ, λ) = ⟨τ(u(ξ), λ), ek⟩ .

Òåîðåìà 1.8. Ñïðàâåëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

inf
v : v∈O∞−n

V (u+ v) = V (u+ Φ(u, λ), λ) . (1.31)

Äîêàçàòåëüñòâî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè çàìåòèòü, ÷òî âáëèçè
íóëÿ ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà V (u+ v) ïî v îïðåäåëÿþòñÿ âòîðûì óðàâ-
íåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.27).

Îòîáðàæåíèå

τ : Rn −→ Rn τ (u, λ) := fn(u+ Φ(u, λ), λ) ,

íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì îòîáðàæåíèåì. Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå

τ (u , λ) = 0

íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì óðàâíåíèåì.
Ôóíêöèÿ W (u, λ) := V (u+ Φ(u, λ), λ) íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèåé

ôóíêöèîíàëà V (x, λ) âáëèçè íóëÿ.

Òåîðåìà 1.9. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

gradW (u, λ) = τ (u , λ) (1.32)
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Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Çàìå÷àíèå 1.4. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé áîëåå óäîáíà êîîðäè-
íàòíàÿ ôîðìà êëþ÷åâîé ôóíêöèè

Ŵ (ξ , λ) := W (u(ξ) + Φ(u(ξ) , λ), λ) (1.33)

1.7 Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå êëþ÷åâîé ôóíêöèè

Îïèøåì îäíó ïðàêòè÷åñêóþ ñõåìó ëîêàëüíîé ðåäóêöèè [87].

Ôóíêöèÿ W (ξ, λ) = V

(
n∑
j=1

ξjej(λ) + Φ(ξ, λ), λ

)
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì

âûáîðåΦ(ξ, λ) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ ôóíêöèîíàëà V (x, λ), à åå ãðàäèåíò
ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì îòîáðàæåíèåì äëÿ óðàâíåíèÿ f(x, λ) = 0.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè W ÷àñòî äîñòàòî÷-
íî îãðàíè÷èòüñÿ íåñêîëüêèìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ W â ðÿä Òåéëîðà.
Îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî îòáðàñûâàíèå ¾òåéëîðîâñêîãî õâîñòà¿ íå èçìåíÿåò
òîïîëîãèþ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì è ñòðóêòóðó bif -ðàñêëàäîâ, ïðîâî-
äèòñÿ íà îñíîâå òåîðåì î êîíå÷íîé îïðåäåëåííîñòè ðîñòêîâ îòîáðàæåíèé
è èõ äåôîðìàöèé ([5]).

Ðàññìîòðèì òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà V äî ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà:

V (x, λ) = const+
1

2
⟨A(λ)x, x⟩H + V

(3)
λ (x) + V

(4)
λ (x) + o(∥x∥4),

ãäå A(λ) = ∂f
∂x(0, λ), V

(3)
λ è V (4)

λ � îäíîðîäíûå ôîðìû òðåòüåãî è ÷åòâåð-
òîãî ïîðÿäêîâ íà E. Ïóñòü íà H çàäàí íàáîð èíâîëþöèé {Jk}nk=1 òàêîé,
÷òî
1) Jk(E) ⊂ E, Jk(F ) ⊂ F, k = 1, . . . , n,
2) Jk(ek(λ)) = −ek(λ), Jk(ej(λ)) = ej(λ), k ̸= j.

Ïóñòü ïîòåíöèàë V (·, λ) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî Jk:

V (Jk(x), λ) = V (x, λ), k = 1, . . . , n, ∀ x, λ. (1.34)

Òîãäà êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ W (ξ, λ) ÷åòíà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ξj è, ñëå-
äîâàòåëüíî, å¼ òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

W (ξ, λ) = const+W
(2)
λ (ξ) +W

(4)
λ (ξ) + o(|ξ|5),
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ãäå W (2)
λ è W (4)

λ � ôîðìû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ, ÷åòíûå ïî ξj.
Èç (1.34) ñëåäóåò, ÷òî

W (ξ, λ) = const+
1

2

n∑
j=1

αj(λ)ξ
2
j +W

(4)
0 (ξ) + o(|ξ|5) +O(|λ|)o(|ξ|3).

Òàê êàê αj(0) = 0, òî

W (ξ, 0) = const+W
(4)
0 (ξ) + o(|ξ|5), ξ ∈ Rn

(W (4)
0 (ξ) � ôîðìà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

W
(4)
0 (ξ) =

1

2
⟨AB(u), B(u)⟩H + 3V (3)

0 (u, u,B(u)) + V
(4)
0 (u),

ãäå u =
n∑
j=1

ξjej, ej = ej(0), A = A(0), V (3)
0 � ñèììåòðè÷íàÿ 3-ëèíåéíàÿ

ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ V
(3)
0

(
V

(3)
0 (u) = V (3)

0 (u, u, u)
)
, B � êâàäðàòè÷íîå

îòîáðàæåíèå N0 −→ L∗
0, ïîëó÷åííîå âûäåëåíèåì êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè

îòîáðàæåíèÿ u −→ Φ(ξ, 0). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

B(u) = −A−1
∗ gradHV

(3)
0 (u)

(A∗ = A|L0
). Äëÿ ÷åòíîãî ïîòåíöèàëà V èìååì V

(3)
0 = 0, B(u) = 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî, W (4)
0 (ξ) = V

(4)
0 (u). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ W ïîëó÷àåì

ïðåäñòàâëåíèå

const+
1

2

n∑
j=1

αj(λ)ξ
2
j +W

(4)
R (ξ, 0) +O(|λ|)O(|ξ|4) + o(|ξ|5),

ãäå W (4)
R (ξ, 0) = V

(4)
0 (

n∑
j=1

ξjej). Ïóñòü

V
(4)
0 (x) = V (4)

0 (x, x, x, x)

(V (4)
0 (x, y, z, t) � ñèììåòðè÷íàÿ 4−ëèíåéíàÿ ôîðìà). Òîãäà, ñ ó÷åòîì ñèì-

ìåòðèè, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

W
(4)
R (ξ) =

n∑
k=1

V
(4)
0 (ek)ξ

4
k + 6

n∑
i<j

V (4)
0 (ei, ei, ej, ej)ξ

2
i ξ

2
j .
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1.8 Ðåäóêöèÿ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà êàê îáîáùåííàÿ ðèò-

öåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.14. Ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèåé [87] ôóíêöèîíàëà
V, çàäàííîãî íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Å, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

WR(ξ) = V

(
n∑
i=1

ξi ei) ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn

)⊤

,

ãäå {e1, e2, ..., en} � íåêîòîðûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð ôóíêöèé èç
E (áàçèñ àïïðîêñèìàöèè).

Ýêñòðåìàëÿì ξ̄ = (ξ̄1, ..., ξ̄n) ôóíêöèè W ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè x̄ =∑n
i=1 ξ̄i ei, íàçûâàåìûå ðèòöåâñêèìè àïïðîêñèìàöèÿìè ýêñòðåìàëåé V .
Òî÷íîñòü ðèòöåâñêèõ àïïðîêñèìàöèé ïîâûøàåòñÿ ëèøü çà ñ÷åò óâåëè-

÷åíèÿ êîëè÷åñòâà áàçèñíûõ ôóíêöèé. Åñëè, îáîáùàÿ, ðàññìîòðåòü ¾íåëè-
íåéíûå¿ àïïðîêñèìàöèè âèäà

W (ξ) = V

(
n∑
j=1

ξjej + Φ(ξ)

)
,

ãäå Φ � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå èç N := Lin(e1, ..., en) â N⊥ (îðòîãîíàëü-
íîå äîïîëíåíèå ê N â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ñ ñóììèðóåìûì
êâàäðàòîì), òî âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ìîæíî äîñòèãíóòü ëþáîé
àïïðîêñèìàòèâíîé òî÷íîñòè ïðè àïðèîðè çàôèêñèðîâàííîì íàáîðå áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé è, ñëåäîâàòåëüíî, àïðèîðè îãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå ñòåïå-
íåé ñâîáîäû àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ñõåìó Ëÿïóíîâà-
Øìèäòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçíîâèäíîñòü íåëèíåéíîé ðèòöåâñêîé
àïïðîêñèìàöèè.

1.9 Íåëîêàëüíàÿ âàðèàöèîííàÿ âåðñèÿ ìåòîäà Ëÿïó-

íîâà-Øìèäòà

Ñðåäè òåîðåòè÷åñêèõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì è ðàçâèòèåì ìå-
òîäà êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêöèé, âûäåëÿåòñÿ âîïðîñ íåëîêàëüíîé ïðîäîë-
æèìîñòè êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ. Îí âêëþ÷àåò çàäà÷ó íåëîêàëüíîãî ñó-
ùåñòâîâàíèÿ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ è çàäà÷ó òî÷íîãî èëè ïðèáëèæåííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ìàðãèíàëüíûõ îòîáðàæåíèé è êëþ÷åâûõ ôóíêöèé (âîç-
ìîæíîñòü òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, â íåêîòîðûõ èí-
òåãðèðóåìûõ óðàâíåíèÿõ).

27



Ïóñòü f : E −→ F � ãëàäêîå ôðåäãîëüìîâî íóëåâîãî èíäåêñà îòîáðà-
æåíèå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü f ïîòåíöèàëüíî ñ ïîòåíöèàëîì V
(ãëàäêèì ôóíêöèîíàëîì íà E).

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè (ìîíîòîííîñòè)⟨
∂f

∂x
(x)h, h

⟩
> 0 ∀(x, h) ∈ E × (E \ 0), (1.35)

òî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøå-
íèÿ ([18], [49]). Âûøå áûëî ïîêàíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
è òî÷êîé ìèíèìóìà V íà E.

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ñîáñòâåííîñòè f (êîìïàêòíîñòü ïðîîá-
ðàçà ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà) óðàâíåíèå f(x) = 0 îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî
(ñëåäñòâèå òåîðåìû Áàíàõà-Ìàçóðà-Êà÷÷èîïîëè [18]). Åãî ðåøåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà V .

Ìîæíî îïðåäåëèòü ãëîáàëüíóþ êëþ÷åâóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà-Øìèä-
òà

W (ξ) := inf
x:⟨x,ej⟩=ξj ∀j

V (x), ξ = (ξ1, . . . , ξn)
⊤, (1.36)

¾îòâå÷àþùóþ¿ çà ïîâåäåíèå ôóíêöèîíàëà V â öåëîì.
Äëÿ ãëîáàëüíîãî êëþ÷åâîãî óðàâíåíèÿ

θ(ξ) = 0, ξ ∈ Rn, (1.37)

â êîòîðîì

θ(ξ) = (θ1(ξ), . . . , θn(ξ))
⊤, θj(ξ) = ⟨f(l(ξ) + Φ(ξ)), ej⟩,

èìååì
θ(ξ) = grad W(ξ).
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Ãëàâà 2

Ìîäåëüíûå êðàåâûå çàäà÷è

2.1 Íàòóðàëüíûå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì íà îòðåçêå [0, 1] äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà â âèäå íàòóðàëüíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

ẍ+ Ax−∇ω(x) = 0, x = (x1, . . . , xn)
⊤ ∈ Rn, (2.1)

ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà (óñëîâèÿìè Äèðèõëå)

x(0) = x(1) = 0. (2.2)

Â óðàâíåíèå (2.1) âõîäèò ñèììåòðè÷íàÿ (n× n)−ìàòðèöà A è ãëàäêàÿ
íåñòðîãî âûïóêëàÿ íà Rn ôóíêöèÿ ω: ∂2ω

∂x2 (x)(h, h) ≥ 0 ∀ x, h ∈ Rn.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óðàâíåíèå (2.1) ðàçðåøèìî íà [0, 1] ïðè ëþáûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ Êîøè: x(0) = a, ẋ(0) = b. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî
N åãî ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 2n â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå C2([0, 1],Rn).

×àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (2.1) � óðàâíåíèå êîëåáàíèé ìàÿòíèêà

ẍ+ λ sinx = 0, x : [0, 1] → R.

Ïîëîæèì E = {x ∈ C2([0, 1],Rn) : x(0) = x(1) = 0}, F = C([0, 1],Rn),
H = L2([0, 1],Rn). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H áóäåì îáîçíà÷àòü ⟨·, ·⟩ :
⟨x, y⟩ =

∫ 1

0 (x(t), y(t))dt, ãäå (·, ·) � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â
Rn. Ëåâàÿ ÷àñòü (2.1), âçÿòàÿ ñî çíàêîì ìèíóñ, çàäàåò ãëàäêîå ôðåäãîëü-
ìîâî îòîáðàæåíèå èíäåêñà 0 èç E â F , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì â
òðîéêå ïðîñòðàíñòâ {E,F,H} ãëàäêîãî íà E ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè

V (x) =

1∫
0

(
|ẋ|2

2
− (Ax, x)

2
+ ω(x)

)
dt. (2.3)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç eij âåêòîð-ôóíêöèè

eij(t) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

,
√
2 sin πjt, 0, . . . , 0)⊤, i = 1, . . . , n, j ∈ N,

îáðàçóþùèå ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â H. Åñëè ìàêñèìàëü-
íîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ∗ ìàòðèöû A óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

λ∗ < (k + 1)2π2, (2.4)

òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà∫ 1

0

(
|ẋ|2 − (Ax, x)

)
dt = ⟨−ẍ− Ax, x⟩

ïîëîæèòåëüíà íà îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè â H ê (nk)-ìåðíîìó ïîä-
ïðîñòðàíñòâó

Enk := Lin(e11, . . . , en1, . . . , e1k, . . . , enk).

Ïóñòü
ξ = (ξ11, . . . , ξnk)

⊤ ∈ Rnk, l(ξ) =
∑
i,j

ξijeij ∈ Enk,

Ẽ = {x ∈ E : ⟨x, eij⟩ = 0, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k} = E ∩ (Enk)⊥,

Ẽξ = {x ∈ E : ⟨x, eij⟩ = ξij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k} = l(ξ) + Ẽ.

Ïîêàæåì, ÷òî ∀ξ ∈ Rnk ôóíêöèîíàë V èìååò åäèíñòâåííóþ óñëîâíóþ
íåâûðîæäåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó â ñëîå Ẽξ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H1, ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì E â íîðìå, ïî-
ðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨x, y⟩1 = ⟨ẋ, ẏ⟩ = ⟨−ẍ, y⟩. Ïóñòü
H1
ξ � çàìûêàíèå Ẽξ â H1. Ôóíêöèîíàë V ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

V (x) = V (l(ξ)+v) =
1

2

(
∥v∥21 −

⟨(
d

dt

)−2

v, Av

⟩
1

)
+S(ξ, v), v ∈ H1

0 ,

(2.5)
ãäå S(ξ, v) � âûïóêëûé ïî v ôóíêöèîíàë, èç ÷åãî ñëåäóåò îöåíêà

S(ξ, v) ≥ −C1(ξ)∥v∥1 − C2(ξ), C1, C2 ≥ 0.

Ïîñêîëüêó êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
(
∥v∥21 − ⟨

(
d
dt

)−2
v,Av⟩1

)
ïîëîæèòåëüíà,

ôóíêöèîíàë V ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è êîýðöèòèâíûì ïî àôôèííûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâàì H1

ξ , ÷òî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå óñëîâíîé ýêñòðåìàëè
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vξ â H1
ξ . Íà ñàìîì äåëå, vξ ∈ Ẽξ. ¾Ïîäêà÷êó ãëàäêîñòè¿ ïîçâîëÿåò ïðîèç-

âåñòè ñîîòíîøåíèå

vξ+

(
d

dt

)−2

vξ+

(
d

dt

)−2

Avξ+

(
d

dt

)−2

ω(vξ) =
∑
i,j

µij

(
d

dt

)−2

eij, (2.6)

ÿâëÿþùååñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà � Ëàãðàíæà äëÿ óñëîâíûõ ýêñòðåìàëåé
ôóíêöèîíàëà (2.5) â H1

ξ . Èç (2.6) î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî vξ ïðèíàäëåæèò
êëàññó C2.

Èç ôðåäãîëüìîâîñòè ñ íóëåâûì èíäåêñîì îòîáðàæåíèÿ ∇HV : E → F

ñëåäóåò ãëàäêîñòü êëþ÷åâîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà

WLS(ξ) = V (l(ξ) + vξ) = inf
v∈Ẽ

V (l(ξ) + v) = inf
x∈Ẽξ

V (x).

-2,6

-1,6
y_1

-0,6 y_0

1,4 0,4 -2,6-1,6-0,62,4

0,4

1,4

2,4

Ðèñ. 1
Ôðàãìåíòû ëèíèé óðîâíÿ ðåäóöèðîâàííîé (ïî ñèììåòðèè) êëþ÷åâîé ôóíêöèè óðàâíåíèÿ

êîëåáàíèé ìàÿòíèêà.

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà â
ñëó÷àå äâóõ íåëîêàëüíûõ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ è ñ èñïîëüçîâàíèåì âà-
ðèàöèîííîãî õàðàêòåðà óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàë â ñâîèõ ðàáîòàõ À.Þ.
Áîðçàêîâ [13], [15].

Åñëè ðàññìîòðåòü ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

ẍ+ µ sin(x) = q0e0 + q1e1 + q2e2,

e0 = 1, e1 =
√
2 cos(t), e2 =

√
2 sin(t) (íèæå ðàññìîòðåí, áåç óùåðáà äëÿ

îáùíîñòè, ïîñòîÿííûé ïåðèîä T = 2π), òî, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ýòî
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óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèîíàëó äåéñòâèÿ

V0(x) =
1

2π

2π∫
0

(
ẋ2

2
+ λ(cos(x)− 1) + qx

)
dt, (2.7)

q = q0e0 + q1e1 + q2e2.
Ýòà çàäà÷à ïðè q = 0 èíòåãðèðóåìà (â êâàäðàòóðàõ) è ðåøåíèå ìîæíî

âûïèñàòü ÷åðåç ôóíêöèþ ßêîáè. Çàïèøåì ôóíêöèîíàë (2.7) â ñëåäóþùåì
âèäå:

V0(x) =
1

2π

2π∫
0

(
ẋ2

2
− λ

x2

2

)
dt+

1

2π

2π∫
0

λ

(
x2

2
+ cos(x)− 1

)
dt,

òàê êàê x2

2 + cos(x) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî ïðè λ > 0 âòîðîå ñëàãàåìîå
� âûïóêëûé ôóíêöèîíàë. Ïðè λ < 0 ïåðâîå ñëàãàåìîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì. Ïðè λ > 0 âûïóêëîñòü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî èñ÷åçàåò.

Ìîäû áèôóðêàöèè, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå ïðè λ < 4,
ñëåäóþùèå:

e0 = 1, e1 =
√
2 cos(t), e2 =

√
2 sin(t).

2.2 Âàðèàöèîííûå çàäà÷è äëÿ ÄÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-

êà

2.2.1 Óðàâíåíèÿ Ôóññà-Âèíêëåðà-Öèììåðìàíà è Ñâèôòà-Õî-
åíáåðãà

Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå ÑÕ (Ñâèôòà-Õîåíáåðãà [113], [68]) ôîðìàëüíî
ñîâïàäàåò ñ íåëèíåéíûì óðàíåíèåì ïðîãèáîâ áàëêè íà óïðóãîì îñíîâà-
íèè. Ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ èññëåäîâàëè Þ.À. Ìèòðîïîëüñêèé, Á.È. Ìîñå-
åíêîâ [82], J.M.T. Thompson, G.W. Hunt [114], [115], Á.Ñ. Áàðäèí, Ñ.Ä.
Ôóðòà [8] è äð. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå èçãèáà áàëêè íà óïðóãîì îñíîâàíèè
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øèðîêî èçâåñòíóþ ìîäåëü Ôóññà-Âèíêëåðà-Öèììåð-
ìàíà (ÔÂÖ), ñëóæàùóþ, âïëîòü äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè, îñíîâîé äëÿ
áîëüøèíñòâà èíæåíåðíûõ èññëåäîâàíèé óñòîé÷èâîñòè ñòðîèòåëüíûõ ñî-
îðóæåíèé [34]. Íåëèíåéíûå îáîáùåíèÿ ìîäåëè ÔÂÖ íà÷àëè ðàññìàòðè-
âàòüñÿ ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî [115], [8].

Áèôóðêàöèîííûé àíàëèç ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàíå-
íèÿ, àíàëîãè÷íîãî òèïó ÔÂÖ, èññëåäîâàëîñü â ðàáîòàõ Á.Ì. Äàðèíñêîãî
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è Þ.È. Ñàïðîíîâà [46], îñíîâíîå âíèìàíèå â êîòîðûõ óäåëÿëîñü âîïðî-
ñó çàðîæäåíèÿ ïîñòêðèòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð â êðèñòàëëàõ.
Ïðîãèáû íåîäíîðîäíûõ áàëîê íà óïðóãîì îñíîâàíèè èçó÷àëèñü Ä.Â. Êî-
ñòèíûì â ðàáîòàõ [56], [57].

Íåëèíåéíàÿ ïðîìàcøòàáèðîâàííàÿ ìîäåëü êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
îäíîðîäíîé áàëêè íà óïðóãîì îñíîâàíèè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (ñì. [115])

∂2w

∂t2
+
∂4w

∂x4
+ κ

∂2w

∂x2
+ αw + w3 = 0,

ãäå w � ïðîãèá áàëêè (ñìåùåíèå òî÷åê ñðåäíåé ëèíèè óïðóãîé áàëêè,
ðàñïîëîæåííîé âäîëü îñè x). Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå âîçíèêàåò â òåîðèè
êðèñòàëëîâ [50], â êîòîðîé w � ïàðàìåòð ïîðÿäêà.

Ïåðâûé øàã â èçó÷åíèè òàêîé çàäà÷è � îòûñêàíèå ðàâíîâåñíûõ (ñòà-
öèîíàðíûõ) ñîñòîÿíèé, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèåì

d4w

dx4
+ κ

d2w

dx2
+ αw + w3 = 0, (2.8)

êîòîðîå íèæå ìû ðàññìîòðèì ïðè ñòàíäàðòíûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ

w(0) = w(1) = w′′(0) = w′′(1) = 0. (2.9)

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2.9) äîïóñêàåò 2−ìåðíûå
âûðîæäåíèÿ.

Óðàâíåíèå (2.8) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà äëÿ ýêñòðåìàëåé ôóíê-
öèîíàëà (äåéñòâèÿ)

V =

1∫
0

(
1

2

((
d2w

dx2

)2

− κ

(
dw

dx

)2

+ αw2

)
+
w4

4

)
dx. (2.10)

Äâóìåðíîå âûðîæäåíèå íóëåâîé ýêñòðåìàëè ïðîèñõîäèò ïðè

κ = κ1 := (p2 + q2)π2, α = α1 := p2q2π4, p, q ∈ N,

ñî ñòàíäàðòíûìè ìîäàìè áèôóðêàöèè (áàçèñîì ÿäðà âòîðîãî äèôôåðåí-
öèàëà)

e1 =
√
2 sin(p πx), e2 =

√
2 sin(q πx).

Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî p = 1, q = 2 è, ñîîòâåòñòâåííî, κ1 = 5π2, α1 =
4π4 (ýòè çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèìåíüøèìè èç òåõ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõî-
äèò 2-ìåðíîå âûðîæäåíèå; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ àíàëèç àíàëîãè÷åí).

Ðåäóêöèÿ Ëÿïóíîâà�Øìèäòà [46] ê (êëþ÷åâîé) ôóíêöèè (äâóõ ïåðå-
ìåííûõ)

W (ξ, δ) = inf
w: ⟨w,e1⟩=ξ1, ⟨w,e2⟩=ξ2

V (w, α1 + δ1, κ1 + δ2), (2.11)
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ξ = (ξ1, ξ2), δ = (δ1, δ2), ñîõðàíÿåò ñèììåòðèþ ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ.
Òàê êàê ôóíêöèîíàë (2.10) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèé J1, J2:

J2(p)(x) := p (1− x), J1 := −J2,

òî è äëÿ ôóíêöèè (2.11) èìååì

W (−ξ1, ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1,−ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1, ξ2, δ1, δ2)

(ñèììåòðèþ ïðÿìîóãîëüíèêà), èç êîòîðîé âûòåêàåò [46] ñïðàâåäëèâîñòü
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

W (ξ, δ) = U(ξ, δ) + o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ),

ãäå U(ξ, δ) = V (ξ1e1 + ξ2e2, δ) � ëèíåéíàÿ ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
ôóíêöèîíàëà V ïî ìîäàì e1, e2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè
èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

λ1
2
ξ21 +

λ2
2
ξ22 +

1

4

(
Aξ41 + 2Bξ21ξ

2
2 + Cξ42

)
+ o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ), (2.12)

ãäå
λ1 = δ1 − π2δ2, λ2 = δ1 − 4π2δ2,

A =

1∫
0

e41dx =
3

2
, B =

1∫
0

e21e
2
2dx = 3 , C =

1∫
0

e42dx =
3

2
.

Ñîêðàòèâ íà ìíîæèòåëü 3/2, ïîëó÷èì ôóíêöèþ (2.12) ñ íîðìàëèçî-
âàííîé ãëàâíîé ÷àñòüþ:

W̃0(ξ, δ) = Ũ(ξ, δ) + o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ),

ãäå

Ũ(ξ, δ) =
λ̃1
2
ξ21 +

λ̃2
2
ξ22 +

1

4

(
ξ41 + 4ξ21ξ

2
2 + ξ42

)
.

¾Ãåîìåòðè÷åñêèé ñþæåò¿ áèôóðêàöèè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ïåðâûå
àñèìïòîòèêè âåòâåé áèôóðöèðóþùèõ òî÷åê (ïî çàêðèòè÷åñêèì ïðèðàùå-
íèÿì óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ) äëÿ ôóíêöèè W̃0(ξ, δ) ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿþòñÿ åå ãëàâíîé ÷àñòüþ Ũ(ξ, δ), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾âîç-
ìóùåííóþ äâóìåðíóþ ñáîðêó¿ (ñ êîýôôèöèåíòîì äâîéíîãî îòíîøåíèÿ
a = 4), ÷åòíóþ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé [46].

Ïóñòü θ1 = λ̃1 − 2λ̃2, θ2 = λ̃2 − 2λ̃1. Òàê êàê ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè Ũ
ïðåäñòàâèìà â âèäå(

λ̃1 + 3ξ21 + 2ξ22 4ξ1ξ2
4ξ1ξ2 λ̃2 + 2ξ21 + 3ξ22

)
,
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òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ïðè θ1 > 0 è θ2 > 0 ñóùåñòâóþò ÷åòûðå
2-ìîäîâûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè èíäåêñà 1. Âñå 1-ìîäîâûå òî÷êè ïðè ýòîì
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, à íóëü � êðèòè÷åñêîé òî÷êîé
èíäåêñà 2. Ðîæäåíèå 1-ìîäîâûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïðîèñõîäèò ïðè ïåðå-
õîäàõ ïàðàìåòðîâ λ̃1, λ̃2 â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé.

Êàóñòèêà (áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ôóíêöèé [5]) ΣŨ ôóíêöèè Ũ
ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ íà øåñòü çîí

ω0 = {λ̃1 > 0, λ̃2 > 0},

ω1 = {λ̃1 < 0, λ̃2 > 0},
ω2 = {λ̃1 > 0, λ̃2 < 0},

ω3 = {λ̃1 < 0, λ̃2 < 0, θ1 < 0, θ2 > 0},
ω4 = {λ̃1 < 0, λ̃2 < 0, θ1 > 0, θ2 < 0},
ω5 = {λ̃1 < 0, λ̃2 < 0, θ1 > 0, θ2 > 0}.

Êàæäîé çîíå ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ðàñêëàä (bif -ðàñêëàä) áèôóðöèðóþùèõ
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê: ïàðàìåòðàì èç çîíû ω0 îòâå÷àåò ñëó÷àé åäèíñòâåííîé
êðèòè÷åñêîé òî÷êè (òî÷êà ìèíèìóìà â íóëå), äëÿ ω1, ω2 � ïàðà ñèììåò-
ðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ (îòíîñèòåëüíî íóëÿ) 1-ìîäîâûõ òî÷åê ìèíèìóìà è
ñåäëî â íóëå, äëÿ ω3, ω4 � ïàðà ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ 1-ìîäîâûõ
òî÷åê ìèíèìóìà, ïàðà 1-ìîäîâûõ ñåäåë è òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà â
íóëå, äëÿ ω5 � ÷åòâåðêà ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ 1-ìîäîâûõ òî÷åê
ìèíèìóìà, ÷åòâåðêà 2-ìîäîâûõ ñåäåë è òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà â
íóëå.

Ïðè îáõîäå ïëîñêîñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè âîêðóã íóëÿ, íà÷èíàÿ ñ çîíû ω0, ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòàìîðôîçû ëèíèé
óðîâíåé è ðàñïðåäåëåíèé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èçîáðàæåíû íà ñëåäóþùåé
äèàãðàììå:

1

2

2

3

3
4

λ
1

λ
2

Ðèñ. 2

Ìåòàìîðôîçû õàðàêòåðíûõ ëèíèé óðîâíåé
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Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî òå ðàñêëàäû áèôóðöèðóþùèõ
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (bif -ðàñêëàäû), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå
öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû: (1, 0, 0), (2, 1, 0), (2, 2, 1), (4, 4, 1) (â ðàñêëàäå
(l0, l1, l2)) êîìïîíåíòà lk ðàâíà êîëè÷åñòâó êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñ èíäåêñîì
Ìîðñà, ðàâíûì k).

2.2.2 Òðàññèðîâàíèå ñïóñêîâ âäîëü òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ
Ñâèôòà-Õîåíáåðãà â òî÷êè ìèíèìóìà ýíåðãèè

Îáðàòèìñÿ âíîâü ê óðàâíåíèþ ÑÕ

∂w

∂t
+
∂4w

∂x4
+ κ

∂2w

∂x2
+ αw + w3 = 0 .

Èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ ïðèâäèò ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîé ôàçû è,
êàê ñëåäñòâèå (êàê îòêëèê ñèñòåìû), ê åå ïåðåõîäó â íîâîå ñîñòîÿíèå (ñ íî-
âûìè ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè). Òàêîé ïåðåõîä ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ,
íàïðèìåð, ñïèíîäàëüíûì ðàññëîåíèåì (ðàñïàäîì), âûðàæåííûì â èçìå-
íåíèè ëîêàëüíûõ êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ, â îáðàçîâàíèè ñíà÷àëà çåð-
íèñòîé ñòðóêòóðû, à çàòåì êëàñòåðîâ è äîìåíîâ íîâîé ôàçû. Â ïîñëåäíåå
âðåìÿ ñòðóêòóðíóþ ïåðåñòðîéêó ôèçè÷åñêîé ñðåäû ÷àñòî îáúÿñíÿþò íà
îñíîâå íåëèíåéíîãî äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ ÊÕ (Êàíà-Õèëëàðäà [108],
[95])

u̇ = ∆gradV (u) := D∆(u3 − u− γ∆(u)) ,

â êîòîðîì u = u(x) � îòíîñèòåëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòà âåùåñòâà,
x ∈ U ⊂ Rm, 1 ≤ m ≤ 3, D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè,

V (u) := D
∫
U

(
(u2 − 1)2

4
+
γ

2
|∇u|2

)
dx

� èíòåãðàë ýíåðãèè, U � îáëàñòü, çàíÿòàÿ èçó÷àåìîé ñðåäîé.
Áëèçêèì óðàâíåíèåì, òàêæå ñïîñîáíûì ìîäåëèðîâàòü ñòðóêòóðíûå ïðå-

âðàùåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ÑÕ, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ãðàäèåíòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì
ñòåïåíåé ñâîáîäû)

ẇ = −gradV (w) := −
(
∂4w

∂x4
+ κ

∂2w

∂x2
+ αw + w3

)
,

x ∈ [0, 2π] ,

V (w) :=

2π∫
0

(
(w′′)2

2
− κ

(w′)2

2
+ α

w2

2
+
w4

4

)
dx

36



� èíòåãðàë ýíåðãèè. Áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êîíöåíòðàöèè
âûïîëíåíî êðàåâîå óñëîâèå w(0) = w(1) = w′′(0) = w′′(1) = 0 (ñì. (2.9)).
Ïðè èññëåäîâàíèè ëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé ýêñòðåìàëåé èíîãäà èñïîëüçó-
åòñÿ ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà

W (ξ) := V (c+ ξ1e1 + ξ2e2 + . . . + ξnen),

ïîñòðîåííàÿ ïî íà÷àëüíûì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì (ìîäàì) ej îïåðàòî-
ðà d4

d4x . Â íåëîêàëüíûõ çàäà÷àõ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðèòöåâñêóþ
àïïðîêñèìàöèþ, íî ïðè ýòîì äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè ðå-
øåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìîä, ÷òî ïðèâîäèò
ê áîëüøîé ðàçìåðíîñòè àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû. Ñíèçèòü ðàçìåð-
íîñòü àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû ìîæíî çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ íåëèíåéíîé
ðèòöåâñêîé àïïðîêñèìàöèè, íàïðèìåð, â âèäå íåëîêàëüíî ïðîäîëæåííîé
êëþ÷åâîé ôóíêöèè, òî åñòü ôàêòè÷åñêè ïåðåéäÿ ê êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å
ξ̇ = gradW (ξ), ξ ∈ Rn, ãäå W (ξ) := inf

⟨w,ej⟩=ξj
V (w) � êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ

Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.
Íèæå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðÿìîé ïðîöåäóðû êðàò÷àéøåãî ñïóñêà â òî÷-

êó ìèíèìóìà V (íå ïåðåõîäÿ ê àïïðîêñèìèðóþùåé êëþ÷åâîé ôóíêöèè).
Ïåðâûì øàãîì ýòîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ âûáîð âåëè÷èíû ñäâèãà âäîëü
ãðàäèåíòà èç íà÷àëüíîé (ïîðîæäàþùåé) òî÷êè, ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè.

Â êà÷åñòâå ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé èñêîìûõ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (1) èñïîëüçóþòñÿ òå îðáèòû òî÷åê ìèíèìóìà, êîòîðûå îòâåòâè-
ëèñü (ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà λ) îò äîêðèòè÷åñêîãî íóëåâîãî ðàâíî-
âåñèÿ.

Îñíîâíîé øàã â ïîñòðîåíèè ¾òðàññû êðàò÷àéøåãî ñïóñêà¿ ê ìèíèìóìó
� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (îòíîñèòåëüíî s):

⟨gradṼ (a0 + sh0), h⟩ = 0. (7)

Çäåñü h0 = −gradṼ (a0), g = −gradṼ , a0 � íà÷àëüíàÿ (ïîðîæäàþùàÿ)
òî÷êà. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü (äëÿ îïðåäåëåííîñòè)

a0 = sin(7πx1) + ε
6∑

k=1

sin(kπx) ,

ε � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ìàëàÿ âåëè÷èíà. Èñïîëüçóÿ äëÿ g(a+ sh0)
ðàçëîæåíèå Òåéëîðà, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

g(a0 + sh0) = g(a0) + s
∂g

∂x
(a0)h0 + o(s),
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∂g
∂x(a0) � ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ãðàäèåíòíîãî îòîáðàæåíèÿ g, è

⟨g(a0 + sh0), h0⟩ = ⟨g(a0), h0⟩+ s⟨(∂g/∂x)(a0)h0, h0⟩+ o(|s|).

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (7), ìîæíî ïîëîæèòü (ñ íåêîòîðîé
òî÷íîñòüþ)

s = s0 := − ⟨g(a0), h0⟩
⟨(∂g/∂x)(a0)h0, h0⟩

= − ∥g(a0)∥2

⟨(∂g/∂x)(a0)h0, h0⟩
.

Ïîèñê çíà÷åíèÿ s0 ìîæíî îñóùåñòâèòü áîëåå òî÷íî � ïîñðåäñòâîì
îòûñêàíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà ïîëèíîìà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

p(s) = s4 + p3s
3 + p2s

2 + p1s ∼ Ṽ (a0 + s h0)

(ðàññìîòðåííîãî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ è ïîñòîÿííîãî
ñëàãàåìîãî).

Ñëåäóþùèé øàã êðàò÷àéøåãî ñïóñêà � ïîâòîðåíèå îñíîâíîãî øàãà äëÿ
íîâîé ïîðîæäàþùåé òî÷êè a1 := a0 + s0h0 è ò.ä. Íèæå, íà ðèñóíêå 1,
èçîáðàæåíû ãðàôèêè, ïîëó÷åííûå ïðè λ > π2 ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîìå-
æóòî÷íûõ è ôèíàëüíîé ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè ïîñëå íåêîòîðîãî ïðåä-
âàðèòåëüíîãî ïîäáîðà êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå äëÿ íà÷àëüíîé
ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè (3).

Íà îñíîâå äàííîãî àëãîðèòìà áûëè ïîëó÷åíû êðèâûå, èçîáðàæàþùèå
óäåëüíûå êîíöåíòðàöèè 1.

x
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

K1,5

K1,0

K0,5

0

0,5

1,0

Ðèñ. 3

Ïåðâûå ïÿòü èòåðàöèé ðàñ÷åòíûõ ôóíêöèé ïëîòíîñòè êîíöåíòðàöèé.

1Çäåñü èñïîëüçîâàí ðèñóíîê, ïîëó÷åííûé Ä.Â. Êîñòèíûì
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2.3 Ôàçîâûå ïåðåõîäû â ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ

êðèñòàëëàõ

Êàê ñâèäåòåëüñòâóþò ýêñïåðèìåíòû, áîëüøèíñòâî ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â
ñåãíåòîýëåêòðèêàõ ïðîèñõîäÿò ïðè óìåíüøåíèè òåìïåðàòóðû îáðàçöà è ñ
ðàçðóøåíèåì èëè ïîíèæåíèåì íåêîòîðûõ èñõîäíûõ ñèììåòðèé [50]. Âå-
äóùèì ôàêòîðîì ïðè îïèñàíèè ýòèõ ïåðåõîäîâ ìåòîäàìè íåðàâíîâåñíîé
òåðìîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü òåíçîðà ïîëÿðèçà-
öèè âåùåñòâà. Ó÷åò ýòîé çàâèñèìîñòè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñóùåñòâåííûå
äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ è, ñëåäîâàòåëüíî, âûÿâ-
ëÿòü íîâûå òèïû ôàçîâûõ ñîîñòîÿíèé.

Â îáçîðå [46] ïîñòàâëåíà çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíûõ ôàçîâûõ ïå-
ðåõîäîâ â êðèñòàëëàõ, ñèíãîíèè êîòîðûõ ñîäåðæàò îñè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ
è òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû ïîëèíîìàìè íå
âûøå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Ê ýòîé ñîâîêóïíîñòè îòíîñÿòñÿ êðèñòàëëû êóáè-
÷åñêîé, òåòðàãîíàëüíîé, òðèãîíàëüíîé è ãåêñàãîíàëüíîé ñèíãîíèé (âñåãî
19 êëàññîâ). Ïîëíûé ñïèñîê âîçìîæíûõ ôàç ïîêà íèêåì íå ïîëó÷åí, è
åãî ñîçäàíèå âûãëÿäèò âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷åé. Ñïèñêè íåêîòîðûõ äîïó-
ñòèìûõ ðàñêëàäîâ ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé ïðèâåäåíû â [46] (â ñëó÷àå
îñîáåííîñòåé òèïà äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé ñáîðêè).

Èçâåñòíî, ÷òî ôàçîâûå ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðûõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ êðè-
ñòàëëîâ ìîäåëèðóþòñÿ ðåøåíèÿìè íåëèíåéíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ([8, 97, 106])

d4p

dx4
+ κ

d2p

dx2
+ αp+ p3 = 0, (2.13)

ðàññìîòðåííîãî íà îòðåçêå [0, π] ÷èñëîâîé îñè ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ

p(0) =
d2p

dx2
(0) = p(π) =

d2p

dx2
(π) = 0. (2.14)

Ìîäåëüíîå óðàâíåíèå â ñëó÷àå òàêèõ êðèñòàëëîâ ñîâïàäàåò ñî ñòàöèî-
íàðíûì óðàâíåíèåì ÔÑÖ (2.8).

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà
ýíåðãèè

V (p, κ, α) =

π∫
0

(
1

2

((
d2p

dx2

)2

− κ

(
dp

dx

)2

+ αp2

)
+
p4

4

)
dx, (2.15)

ãäå α > 0.
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Ôóíêöèîíàë (2.15) ìîæíî ðàññìîòðåòü, íàïðèìåð, íà ïðîñòðàíñòâå E
ôóíêöèé êëàññà C4 íà îòðåçêå [0, π], óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì
(2.14).

Àíàëèç áèôóðêàöèîííûõ ýôôåêòîâ ìîæíî îñóùåñòâèòü ïîñðåäñòâîì
ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè (îò äâóõ êëþ÷åâûõ
ïåðåìåííûõ)

W (ξ, δ) = inf
p: ⟨p,e1⟩=ξ1, ⟨p,e2⟩=ξ2

V (p, α1 + δ1, κ1 + δ2), (2.16)

ξ = (ξ1, ξ2), δ = (δ1, δ2),

ãäå en � ìîäû áèôóðêàöèè

en =

√
2

π
sin(nx).

Ôóíêöèîíàë (2.15) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèé J1, J2:

J2(p)(x) = p(π − x), J1 = −J2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ (2.16) èìååò ñèììåòðèþ ïðÿìîóãîëüíèêà:

W (−ξ1, ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1,−ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1, ξ2, δ1, δ2), (2.17)

èç êîòîðîé âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

W (ξ, δ) = U(ξ, δ) + o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ), (2.18)

ãäå U(ξ, δ) = V (ξ1e1+ ξ2e2, δ) � ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà
V ïî ìîäàì e1, e2. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè (2.16) èìååò ìåñòî àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

W (ξ, δ) =
λ1
2
ξ21 +

λ2
2
ξ22 +

1

4

(
Aξ41 + 2Bξ21ξ

2
2 + Cξ42

)
+

o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ), (2.19)

ãäå
λ1 = δ1 − δ2, λ2 = δ1 − 4δ2,

A =

π∫
0

e41dx =
3

2π
, B =

π∫
0

e21e
2
2dx =

3

π
, C =

π∫
0

e42dx =
3

2π
.

40



Ñîêðàòèâ ôóíêöèþ (2.19) íà ìíîæèòåëü 3
2π , ïîëó÷èì ôóíêöèþ ñ íîð-

ìàëèçîâàííîé ãëàâíîé ÷àñòüþ:

W̃ (ξ, δ) = Ũ(ξ, δ) + o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ),

ãäå

Ũ(ξ, δ) =
λ̃1
2
ξ21 +

λ̃2
2
ξ22 +

1

4

(
ξ41 + 4ξ21ξ

2
2 + ξ42

)
.

¾Ãåîìåòðè÷åñêèé ñþæåò¿ áèôóðêàöèè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ïåðâûå àñèìï-
òîòèêè âåòâåé áèôóðöèðóþùèõ òî÷åê (ïî çàêðèòè÷åñêèì ïðèðàùåíèÿì
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ) äëÿ ôóíêöèè W̃ (ξ, δ) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò-
ñÿ åå ãëàâíîé ÷àñòüþ Ũ(ξ, δ).

Ãëàâíàÿ ÷àñòü êëþ÷åâîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçìóùåííóþ
äâóìåðíóþ ñáîðêó, ÷åòíóþ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ñ êîýôôèöèåíòîì äâîé-
íîãî îòíîøåíèÿ a > 2. Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå bif -
ðàñêëàäû: (1,0,0), (2,1,0), (2,2,1), (4,4,1).

Ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèÿ

⟨p, ω⟩ =
π∫

0

p(x)ω(x)dx ≥ 0

àíàëèç ôóíêöèîíàëà ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó êëþ÷åâîé ôóíêöèè

Ũ(ξ, δ) =
λ̃1
2
ξ21 +

λ̃2
2
ξ22 + ξ41 + aξ21ξ

2
2 + ξ42 (2.20)

ñ êîýôôèöèåíòîì a > 2 è ïðè óñëîâèè ξ1 ≥ 0.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ôàçîâûõ ñîñòîÿíèé íåêîòîðûõ âèäîâ êðèñòàë-

ëîâ ðåàëèçóþòÿ òå æå bif -ðàñêëàäû, ÷òî è â ñëó÷àå áàëêè íà óïðóãîì
îñíîâàíèè (ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå ÔÑÖ (2.8)).

2.4 Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ îá èññëåäîâàíèè ôà-

çîâûõ ñîñòîÿíèé êðèñòàëëîâ

Ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèå ôàçû íåêîòîðûõ ¾áîëåå îáùèõ¿ êðèñòàëëîâ îïðå-
äåëÿþòñÿ ýêñòðåìàëÿìè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè

V (x) =

∫
Ω

(|grad x|2 + Φ(x)) dV,

Ãäå x = (pj(r)) � òàê íàçûâàåìîå ïîëå âåêòîðîâ ïîëÿðèçàöèè, Φ � òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë êðèñòàëëà, ðàññìàòðèâàåìîãî ïðè êàêèõ-ëèáî
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êðàåâûõ óñëîâèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷åé. Ýêñòðåìàëè
äàííîãî ôóíêöèîíàëà òàêæå ìîæíî èññëåäîâàòü, ïðèìåíèâ îäíó èç ñõåì
êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèè, òî åñòü ïåðåõîäîì ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè W (ξ),
çàäàâàåìîé ôîðìóëîé

W (ξ) := inf
x:q(x)=ξ

V (x), (2.21)

ãäå q(x) = (q1, . . . , qn), {qj}nj=1 � íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèîíàëîâ (êëþ÷åâûõ
ïàðàìåòðîâ).

Ïîäáîð êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê ñ ó÷åòîì ¾óäîáñòâ
â âû÷èñëåíèÿõ¿, òàê è ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèé ñîãëàñîâàííîñòè ïàðàìåòðîâ
ñ èìåþùåéñÿ ñèììåòðèåé.

Ïðîâåäÿ òî÷íîå èëè ïðèáëèæåííîå ïîñòðîåíèå ìàðãèíàëüíîãî îòîáðà-
æåíèÿ φ(ξ), ìû ïîëó÷èì êëþ÷åâóþ ôóíêöèþ (òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî)
W (ξ) = V (φ(ξ)), ¾îòâå÷àþùóþ¿ çà áèôóðêàöèþ ôàçîâûõ ñîñòîÿíèé.

Âñå òîïîëîãè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, òàê èëè èíà÷å õàðàêòå-
ðèçóþùèå òèï ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (êðàòíîñòü, ëîêàëüíîå êîëüöî îñîáåí-
íîñòè, âåðñàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è ò.ï.) äëÿ
ôóíêöèîíàëîâ äåéñòâèÿ óäîáíî ââîäèòü ÷åðåç êëþ÷åâûå ôóíêöèè. Íàèáî-
ëåå òèïè÷íûìè è ÷àñòî âñòðå÷àåìûìè â òåîðèè êðèñòàëëîâ îñîáåííîñòÿìè
êëþ÷åâûõ ôóíêöèé, âûçâàííûìè ïåðåñå÷åíèåì óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåò-
ðàìè ãðàíèö óñòîé÷èâîñòè îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé, ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûå
ñáîðêè [46].

Ðàññìîòðèì âíîâü ïðèìåð, ñ âÿçàííûé ñ ìîäåëüíûì ÎÄÓ ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà

d4p

dx4
+ ϱ

d2p

dx2
+ αp+ p3 = 0 (2.22)

íà îòðåçêå [0, π] ÷èñëîâîé îñè ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ

p(0) =
d2p

dx2
(0) = p(π) =

d2p

dx2
(π) = 0. (2.23)

Îòáîð ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàáèëüíûì ôàçàì, ïðîèçâîäèòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì ïðàâèëà Ìàêñâåëëà íà îñíîâå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè

V (p, ϱ, α) =

π∫
0

(
1

2

((
d2p

dx2

)2

+ ϱ

(
dp

dx

)2

+ αp2

)
+
p4

4

)
dx. (2.24)

Ñòàáèëüíîìó ñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò òî ðåøåíèå çàäà÷è (2.22)�(2.23),
êîòîðîå ðåàëèçóþò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè, òàê íà-
çûâàåìûì ìåòàñòàáèëüíûì ñîñòîÿíèÿì ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè ëîêàëüíûõ
ìèíèìóìîâ.

42



Ôóíêöèîíàë (2.22) áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà ïðîñòðàíñòâå E ôóíêöèé
êëàññà C4 íà îòðåçêå [0, π], óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì (2.23).

Áèôóðêàöèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.22) ïðè ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ óñëî-
âèÿõ èçó÷àëèñü ìíîãèìè ñïåöèàëèñòàìè â ñâÿçè íåêîòîðûìè çàäà÷àìè
òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â êðèñòàëëè÷åñêèõ ñåãíåòîýëåêòðèêàõ. Â áîëü-
øèíñòâå èçâåñòíûõ íàì ðàáîò ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü ñëó÷àè îäíîìîäî-
âûõ áèôóðêàöèé. Îäíàêî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùèõ ïàðà-
ìåòðîâ â òàêîãî òèïà êðàåâûõ çàäà÷àõ ïîÿâëÿþòñÿ 2-ìåðíûå âûðîæäå-
íèÿ, ïðèâîäÿùèå ê êîíêóðåíòíîìó âçàèìîäåéñòâèþ äâóõ áèôóðêàöèîí-
íûõ ìîä, ÷òî ïîðîæäàåò èíòåðåñíûå ýôôåêòû.

Ñòàíäàðòíûì (ïîðîæäàþùèì) ðåøåíèåì çàäà÷è (2.22)-(2.23) ÿâëÿåòñÿ
íóëåâàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ òî÷êîé (ϱ, α) õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ëèíèè (â ïëîñêîñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ) íóëåâàÿ ôóíêöèÿ òåðÿåò
ñòàáèëüíîñòü è ðîæäàåòñÿ íåíóëåâîå ñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå. Õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå ëèíèè çàäàþòñÿ ÷åðåç ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå

d4h

dx4
+ ϱ

d2h

dx2
+ αh = 0 (2.25)

(ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ âèäà (2.23)). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ëèíèè ñîñòîÿò
èç òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê (ϱ, α), äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå (2.25) èìååò íåíó-
ëåâîå ðåøåíèå. Ïîèñê íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíå-
íèÿ ïðèâîäèò ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

λ4 + ϱλ2 + α = 0. (2.26)

Ó÷åò êðàåâûõ óñëîâèé (2.23) ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì
λ2 = −n2, n = 1, 2, . . . , èç êîòîðûõ ïîëó÷àåì, â ñèëó (2.26), íàáîð
óðàâíåíèé

ϱ =
α

n2
+ n2, (2.27)

çàäàþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïðÿìûå l1, l2, . . . ln, . . . . Îãèáàþùàÿ êðè-
âàÿ L ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïðÿìûõ îãðàíè÷èâàåò òó îáëàñòü
çíà÷åíèé âåêòîðà óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèîíàë
ýíåðãèè èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà (â íóëå). Ïðè ïåðåñå÷å-
íèè äâèæóùåéñÿ òî÷êîé â ïëîñêîñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ êðèâîé
L ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ñòàáèëüíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ. Êðèâàÿ L ÿâëÿåòñÿ ëîìàíîé, çâåíüÿìè êîòîðîé ñëóæàò îòðåçêè Ln,
ñîåäèíÿþùèå òî÷êè dn è dn+1, ãäå dn = (ϱn, αn), αn = n2(n + 1)2, ϱn =
n2+(n+1)2 (ïðè ýòîì ïîëàãàåì: d0 = (0, 1)). Â òî÷êå dn ïåðåñåêàåòñÿ ïàðà
ïðÿìûõ ln, ln+1 (n ≥ 1). Â ýòîé æå òî÷êå ïðîèñõîäèò îáìåí âåäóùèõ ìîä
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áèôóðêàöèé. Ïåðåñå÷åíèå â ïëîñêîñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ îòðåçêà
Ln ïî âíóòðåííåé òî÷êå ïðèâîäèò ê îäíîìåðíîé áèôóðêàöèè ñ ìîäîé

en =

√
2

π
sin(nx).

Ïåðåñå÷åíèå æå L ïî òî÷êå èçëîìà dn ïðèâîäèò ê äâóìåðíîé áèôóðêàöèè
ñ ìîäàìè en, en+1.

Íèæå ðàññìîòðåíà ëèøü òî÷êà d1 (ïðè n ≥ 2 ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íû).
Àíàëèç áèôóðêàöèîííûõ ýôôåêòîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè ëîêàëèçàöèè

(óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ) α = α1+ δ1, ϱ = ϱ1+ δ2 ìîæíî îñóùåñòâèòü
ïîñðåäñòâîì ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè (îò äâóõ
êëþ÷åâûõ ïåðåìåííûõ)

W (ξ, δ) = inf
p: ⟨p,e1⟩=ξ1, ⟨p,e2⟩=ξ2

V (p, α1 + δ1, α1 + δ2), (2.28)

ξ = (ξ1, ξ2), δ = (δ1, δ2).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ
W (ξ, δ) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Áîëåå òîãî, ýòà ôóíêöèÿ íàñëåäóåò âñå àíà-
ëèòè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà V (íà E). Â ÷àñòíîñòè, ïðè äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ δ ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè V è W , ñîõðàíÿþùåå èõ òèïû (êðàòíîñòè, çíà÷å-
íèÿ èíäåêñà Ìîðñà è ò.ï.).

Òàê êàê ôóíêöèîíàë V ÷åòåí: V (−p, ϱ, α) ≡ V (p, ϱ, α) è ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè I1 : p(x) 7−→ p(π − x), òî V èíâàðèàíòåí îò-
íîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Z2

2, çàäàííîãî ïàðîé èíâîëþöèé I1, I2, ãäå
I2 = −I1. Äëÿ ýòîé ïàðû èíâîëþöèé âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

I1(e1) = e1, I2(e2) = e2, I1(e2) = −e2, I2(e1) = −e1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ (2.28) èìååò ñèììåòðèþ ïðÿìîóãîëüíèêà:

W (−ξ1, ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1,−ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1, ξ2, δ1, δ2), (2.29)

èç êîòîðîé âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

W (ξ, δ) = U(ξ, δ) + o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ), (2.30)

ãäå U(ξ, δ) = V (ξ1e1+ ξ2e2, δ) � ðèòöåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà
V ïî ìîäàì e1, e2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè (2.28) èìååò
ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

W (ξ, δ) =
λ1
2
ξ21 +

λ2
2
ξ22 + Aξ41 + 2Bξ21ξ

2
2 + Cξ42+ (2.31)
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+o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ),
ãäå

λ1 = δ1 − δ2, λ2 = δ1 − 4δ2,

A =

π∫
0

e41dx =
3

2π
, B =

π∫
0

e21e
2
2dx =

3

π
, C =

π∫
0

e42dx =
3

2π
.

Ñîêðàòèâ ôóíêöèþ W íà ìíîæèòåëü 6
π , ïîëó÷èì ôóíêöèþ ñ íîðìà-

ëèçîâàííîé ãëàâíîé ÷àñòüþ:

W̃ (ξ, δ) = Ũ(ξ, δ) + o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ),

ãäå

Ũ(ξ, δ) =
λ̃1
2
ξ21 +

λ̃2
2
ξ22 +

1

4

(
ξ41 + 4ξ21ξ

2
2 + ξ42

)
.

¾Ãåîìåòðè÷åñêèé ñþæåò áèôóðêàöèè¿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ïåðâûå àñèìï-
òîòèêè âåòâåé áèôóðöèðóþùèõ òî÷åê (ïî çàêðèòè÷åñêèì ïðèðàùåíèÿì
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ) äëÿ ôóíêöèè W̃ (ξ, δ) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò-
ñÿ åå ãëàâíîé ÷àñòüþ Ũ(ξ, δ). Êðèòè÷åñêèå òî÷êè Ũ(ξ, δ) îïðåäåëÿþòñÿ
ñèñòåìîé óðàâíåíèé

∂Ũ
∂ξ1

= λ̃1ξ1 + ξ31 + 2ξ1ξ
2
2 = 0,

∂Ũ
∂ξ2

= λ̃2ξ2 + 2ξ21ξ2 + ξ32 = 0,

}
âñå ðåøåíèÿ êîòîðîé äåëÿòñÿ íà òðè òèïà:
1) 0−ðåøåíèå ξ1 = ξ2 = 0,

2) 1−ìîäîâûå ðåøåíèÿ ξ1 = ±
√

−λ̃1 (λ1 < 0), ξ2 = 0 è ξ1 = 0, ξ2 =

±
√

−λ̃2 (λ2 < 0),

3) 2−ìîäîâûå ðåøåíèÿ ξ1 = ±
√

λ̃1−2λ̃2
3 , ξ2 = ±

√
λ̃2−2λ̃1

3 , (λ̃1 − 2λ̃2 >

0, λ̃2 − 2λ̃1 > 0).
Ïóñòü θ1 = λ̃1 − 2λ̃2, θ2 = λ̃2 − 2λ̃1. Òàê êàê ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè Ũ

ïðåäñòàâèìà â âèäå(
λ̃1 + 3ξ21 + 2ξ22 4ξ1ξ2

4ξ1ξ2 λ̃2 + 2ξ21 + 3ξ22

)
,

òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ïðè θ1 > 0 è θ2 > 0 ñóùåñòâóþò ÷åòûðå
2−ìîäîâûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè èíäåêñà 1. Âñå 1−ìîäîâûå òî÷êè ïðè ýòîì
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, à íóëü � êðèòè÷åñêîé òî÷êîé
èíäåêñà 2. Ðîæäåíèå 1−ìîäîâûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïðîèñõîäèò ïðè ïå-
ðåõîäàõ ïàðàìåòðîâ λ̃1, λ̃2 â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé.
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Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà (êàóñòèêà) ΣŨ ôóíêöèè Ũ ðàçáèâàåò ïëîñ-
êîñòü óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ íà øåñòü çîí

ω0 = {λ̃1 > 0, λ̃2 > 0},

ω1 = {λ̃1 < 0, λ̃2 > 0},
ω2 = {λ̃1 > 0, λ̃2 < 0},

ω3 = {λ̃1 < 0, λ̃2 < 0, θ1 < 0, θ2 > 0},
ω4 = {λ̃1 < 0, λ̃2 < 0, θ1 > 0, θ2 < 0},
ω5 = {λ̃1 < 0, λ̃2 < 0, θ1 > 0, θ2 > 0}.

Êàæäîé çîíå ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ðàñêëàä (bif -ðàñêëàä) áèôóðöèðóþùèõ
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê:
ïàðàìåòðàì èç çîíû ω0 îòâå÷àåò ñëó÷àé åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè
(òî÷êà ìèíèìóìà â íóëå),
äëÿ ω1, ω2 � ïàðà ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ (îòíîñèòåëüíî íóëÿ) 1−ìî-
äîâûõ òî÷åê ìèíèìóìà è ñåäëî â íóëå,
äëÿ ω3, ω4 � ïàðà ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ 1−ìîäîâûõ òî÷åê ìèíè-
ìóìà, ïàðà 1−ìîäîâûõ ñåäåë è òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà â íóëå,
äëÿ ω5 � ÷åòâåðêà ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ 1−ìîäîâûõ òî÷åê ìèíè-
ìóìà, ÷åòâåðêà 2−ìîäîâûõ ñåäåë è òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà â íóëå.

Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîé ôóíê-
öèè ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû î ëîêàëüíîì òîïîëîãè÷åñêîì ñòðîåíèè èñõîä-
íîãî ôóíêöèîíàëà è î áèôóðêàöèÿõ åãî ýêñòðåìàëåé.

Pàìåòèì, ÷òî äëÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèèW ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå ïàðà-
ìåòðû

θ̃1 = λ̃1 − 2λ̃2 + o(λ̃1, λ̃2), θ̃2 = λ̃2 − 2λ̃1 + o(λ̃1, λ̃2),

â êîòîðûõ ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ êàóñòèêîé ΣW ôóíêöèè W
íà øåñòü çîí ω̃0, ω̃1, . . . ω̃5 àíàëîãè÷íî ðàçáèåíèþ íà çîíû ωk äëÿ U ïðî-
ñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ äëÿ ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîé ôóíêöèè (â ïðåäûäó-
ùåì ïóíêòå). Ïðè ýòîì ω̃0 = ω0, ω̃1 = ω1, ω̃2 = ω2, à ω̃3, ω̃4 è ω̃5 îïèñû-
âàþòñÿ òåìè æå ñîîòíîøåíèÿìè, êîòîðûìè îïèñàíû ìíîæåñòâà ω3, ω4 è
ω5, íî ñ çàìåíîé â íèõ ôóíêöèé θ1 è θ2 íà θ̃1 è θ̃2. Êàæäîé çîíå ω̃k òàê-
æå ñîîòâåòñòâóåò ñâîé bif -ðàñêëàä êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, èçîáðàæàåìûé òåì
æå ãðàôîì, êîòîðûì ðàíåå áûë èçîáðàæåí ñîîòâåòñòâóþùèé bif -ðàñêëàä
äëÿ ôóíêöèè U . Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ïàðàìåòðîâ θ̃1, θ̃2 � ñëåä-
ñòâèå òåîðåì îá èçîìîðôíîñòè ìèíèâåðñàëüíûõ äåôîðìàöèé îñîáåííîñòè
[5], [19].
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëîêàëèçàöèè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ â òî÷êå
(4, 5) (α = 4 + δ1, ϱ = 5 + δ2) äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè
ðàçáèâàåòñÿ íà øåñòü ïåðå÷èñëåííûõ âûøå çîí ω̃0, ω̃1, . . . ω̃5, êîòîðûì
îòâå÷àþò bif -ðàñêëàäû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèîíàëà V .

Ïðè ïåðåõîäå òî÷êè ïëîñêîñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ÷åðåç ëèíèþ
m = {λ̃1 = λ̃2 > 0} ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà. Âî âñåõ
çîíàõ ñòàáèëüíûå ôàçîâûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ 1−ìîäîâûìè è ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ â âèäå

±
√
δ1 − δ2

3
sin(x) + o(δ1, δ2)

èëè

±
√
δ1 − 4δ2

3
sin(2x) + o(δ1, δ2).

2.5 Óðàâíåíèå Êàðìàíà

2.5.1 Ñëó÷àé êðóãëîé ïëàñòèíû

Ïåðåõîä ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â âàðèàöèîííûõ
çàäà÷àõ íîâåéøèå äîñòèæåíèÿ èç àíàëèçà ãëàäêèõ ôóíêöèé è êîìïüþ-
òåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé. Êàæäàÿ ðåàëèçàöèÿ èäåè ¾êîíå÷íî-
ìåðíîãî óñå÷åíèÿ¿ èñõîäíîãî ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîïðÿæåíà íå òîëüêî
ñ íåîáõîäèìîñòüþ åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ, íî è ñ ðàçðàáîòêîé
àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü êëþ÷åâóþ ôóíêöèþ
è åå âîçìóùåíèÿ, è ñ ïîäòâåðæäåíèåì äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ÷èñëåí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ. Âàæíóþ ðîëü â òàêèõ ïðèìåíåíèÿõ ìåòîäîâ êîíå÷íîìåð-
íîé ðåäóêöèè èãðàþò èäåè è êîíñòðóêöèè òåîðèè îñîáåííîñòåé ãëàäêèõ
ôóíêöèé [5].

Ðàññìîòðåííàÿ â äàííîé ðàáîòå íåëîêàëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíî-àíàëèòè-
÷åñêàÿ ïðîöåäóðà ðàíåå áûëà àïðîáèðîâàíà â ñëó÷àÿõ óðàâíåíèÿ Äóô-
ôèíãà, óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà è óðàâíåíèÿ Áåëåöêîãî [46] � [59].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòà ïðîöåäóðà ïðèìåíåíà (ñ íåîáõîäèìûìè ìîäèôè-
êàöèÿìè) ê çàäà÷å î ïðîãèáàõ êðóãëîé óïðóãîé îáîëî÷êå ïðè êîíå÷íûõ
çàêðèòè÷åñêèõ ïðèðàùåíèÿõ ïàðàìåòðà ñæàòèÿ ïëàñòèíû.

Î ðåøåíèÿõ ïðîñòåéøèõ çàäà÷ âåòâëåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êàðìàíà
â ñëó÷àå êðóãëîé ïëàñòèíû ìîæíî ïîñìîòðåòü â [28] � [38]. Ñîîòâåòñòâó-
þùèå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû âñåõ èçâåñòíûõ ðàáîò èìåþò ëîêàëüíûé
õàðàêòåð. Ïðè èõ ïîëó÷åíèè ïðèìåíÿëàñü, êàê ïðàâèëî, ëîêàëüíàÿ ñõåìà
Ëÿïóíîâà-Øìèäòà (íå âàðèàöèîííàÿ) èëè ãàë¼ðêèíñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
(äëÿ óðàâíåíèé Ê�àðìàíà).
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Â ðàáîòàõÞ.È. Ñàïðîíîâà è À.Â. Ãíåçäèëîâà [39], [40] áûëî óñòàíîâëå-
íî, ÷òî êëþ÷åâàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ çà âåòâëåíèå îñåñèììåòðè÷íûõ
êîíôèãóðàöèé êðóãëîé óïðóãîé ïëàñòèíû ïðè å¼ ðàâíîìåðíîì (ïî êîí-
òóðó) ñæàòèè â íàïðàâëåíèè íîðìàëåé, ãëîáàëüíî ïðîäîëæèìà íà ïðî-
ñòðàíñòâî êëþ÷åâûõ ïåðåìåííûõ (àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ íåîñåñèììåò-
ðè÷íûõ êîíôèãóðàöèé è äëÿ ïëàñòèí ïðîèçâîëüíîé ôîðìû ïîêà îòêðûò).
Ýòîò ôàêò äî ñèõ ïîð íèêåì íå áûë èñïîëüçîâàí ïðè ðåøåíèÿ çàäà÷è
î íåëîêàëüíûõ âåòâÿõ áèôóðöèðóþùèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ê�àðìàíà. Â
äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðàçðàáîòêè òåîðåòè÷åñêîé îñíîâû
äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Çà îñíîâó âçÿòà âû÷èñëèòåëüíî�
àíàëèòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà èç [46] � [59] äëÿ èçó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ êîëå-
áàíèé, ïðèñïîñîáëåííîé çäåñü ê çàäà÷å îá óïðóãîì ðàâíîâåñèè êðóãëîé
ïëàñòèíû (ïðè óñëîâèè, ÷òî ïàðàìåòð íàãðóçêè íå ïðåâîñõîäèò òðåòüåãî
êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ).

2.5.2 Ôóíêöèîíàë ýíåðãèè êðóãëîé óïðóãîé ïëàñòèíû è åãî
óñå÷åíèÿ

Ôîðìû óïðóãèõ ðàâíîâåñèé êðóãëîé ïëàñòèíû, ðàâíîìåðíî ñæàòîé ïî
êðàþ (âäîëü íîðìàëåé), â ìîäåëè Êàðìàíà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äâóõ
óðàâíåíèé [38]

∆2w + λ∆w − [w, ϕ] = ∆2ϕ+
1

2
[w,w] = 0, (2.32)

â êîòîðîé ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, [w, ϕ] = wxxϕyy + wyyϕxx − 2wxyϕxy, w
� ôóíêöèÿ ïðîãèáà, ϕ � ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèÿ, λ � ïàðàìåòð íàãðóçêè.
Óðàâíåíèå (2.32) äîïîëíÿåòñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, îòâå÷àþùèìè õàðàê-
òåðó çàêðåïëåíèÿ êðàÿ ïëàñòèíû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé æåñòêîãî çàêðåï-
ëåíèÿ:

ϕ = ϕx = ϕy = w = wx = wy = 0|∂Ω. (2.33)

Çäåñü Ω � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé w, ϕ, çàäàííàÿ â âèäå åäèíè÷íî-
ãî êðóãà è èíòåðïðåòèðóåìàÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà íåíàãðóæåííîé
ïëàñòèíû:

Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.
Óðàâíåíèå (2.32) ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (2.33) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè

V (w, ϕ, λ) =
1

2

∫
Ω

∫ (
|∆w|2 − |∆ϕ|2 − λ|∇w|2 − ϕ[w,w]

)
dx dy.
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Ïîñëå ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì x = r cos(φ), y = r sin(φ) è
¾ñïóñêà¿ â ïðîñòðàíñòâî îñåñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé w = w(r) ïîëó÷èì
èíòåãðàë ýíåðãèè â âèäå V = 2πV̂ , ãäå

V̂ =
1

2

1∫
0

r

(
|∆̂w|2 − |∆̂ϕ|2 − λ

(
dw

dr

)2

+
1

2r

dϕ

dr

(
dw

dr

)2
)
dr,

∆̂ =
d2

dr2
+

1

r

d

dr
.

Ïîñëå çàìåíû v = dw
dr , ψ = dϕ

dr ïîëó÷èì

U(v, ψ, λ) = V̂ (w, ϕ, λ) =

1

2

1∫
0

r

(
A(v)v −A(ψ)ψ − λv2 +

ψv2

2r

)
dr,

ãäå

A = − d2

dr2
− 1

r

d

dr
+

1

r2
I

� äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ.
Ñòàíäàðòíûì ðåäóöèðóþùèì ïåðåõîäîì ê ôóíêöèîíàëó

Ũ(v, λ) = sup
ψ
U(v, ψ, λ) =

1

2

1∫
0

r

(
A(v)v − λv2 +

1

4
A−1

(
v2

r

)
v2

r

)
dr (2.34)

èçáàâëÿåìñÿ îò ïåðåìåííîé ψ.
Óñòîé÷èâûå îñåñèììåòðè÷íûå êîíôèãóðàöèè ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâóþò

òî÷êàì ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (2.34).
Èç êðàåâûõ óñëîâèé (2.33) è óñëîâèÿ îñåâîé ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî v

óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

v(0) = v(1) = 0. (2.35)

Åñëè íàëîæèòü îãðàíè÷åíèå íà ðàçíîñòü ïðîãèáà â ñðåäèííîé òî÷êå
ïëàñòèíû (ïî ñðàâíåíèþ ñ êðàåì), òî ìû ïðèäåì ê çàäà÷å íà ýêñòðåìóì
äëÿ ôóíêöèîíàëà (2.34) ïðè óñëîâèè

1∫
0

vdr = const.
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Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà ýêñòðåìàëåé ðàñøèðåííîãî
ôóíêöèîíàëà (áåç îãðàíè÷åíèé)

U := Ũ(v, λ) + q

1∫
0

vdr, q ∈ R1. (2.36)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé êëàññà C2 íà îòðåçêå [0, 1],
óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì (2.35), à ÷åðåç H � ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé ñ ñóììèðóåìûì âåñîâûì êâàäðàòîì íà [0, 1] è ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì ⟨u, v⟩ =

∫ 1

0 ruvdr.
Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèîíàë U ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 2.2. ([39], [40]) Ïóñòü e1, . . . , en � òàêîé ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûé íàáîð ôóíêöèé â E, ÷òî ïðè λ ≤ l, ãäå l � íåêîòîðîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

⟨(A− λI)v, v⟩ > 0 , v ̸= 0, v ∈ E ∩ Lin(e1, . . . , en)⊥ (2.37)

(ïîëîæèòåëüíà íà E ∩ Lin(e1, . . . , en)⊥ � îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ê
Lin(e1, . . . , en) â ìåòðèêå ⟨u, v⟩ ïðîñòðàíñòâà H). Òîãäà 1) ôóíêöèÿ

W (ξ, λ) = inf
v: ⟨v,ej⟩=ξj , j=1,...,n

U(v, λ), ξ = (ξ1, . . . , ξn), λ ≤ l,

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà Rn; 2) ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèîíàëà U è ôóíê-
öèè W , ñîõðàíÿþùåå êîðàíãè è èíäåêñû Ìîðñà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî èìååòñÿ â [46].
Ïóñòü

E0 = E
∩

Lin(e1, . . . , en)
⊥, F0 = C([0, 1])

∩
Lin(e1, . . . , en)

⊥.

Ýêñòðåìàëü v = Φ(ξ) ôóíêöèîíàëà Ũ |Eξ
, ãäå Eξ = {v ∈ E : ⟨v, ej⟩ =

ξj, j = 1, . . . , n}, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

g(v, λ) = 0, v ∈ Eξ, (2.38)

ãäå g � îòîáðàæåíèå Eξ −→ F0, çàäàííîå ñîîòâåòñòâèåì

v 7−→ f(v, λ)−
n∑
j=1

⟨f(v, λ), ẽj⟩ẽj,
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f(v, λ) := A(v)− λv +
v

2r
A−1

(
v2

r

)
− q,

ẽ1, . . . , ẽn � ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Lin(e1, . . . , en). Îòîáðàæå-
íèå g ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî äèôôåîìîðôíî îáðàòèìûì. Ïîñëåäíåå âûòåêàåò
èç ôðåäãîëüìîâîñòè g (èíäåêñà 0), ïîëîæèòåëüíîñòè (2.37) è ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ

Äëÿ ôóíêöèîíàëà S(v) =
⟨
A−1

(
v2

r

)
, v

2

r

⟩
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(óñëîâèå âûïóêëîñòè):

d2

dv2
S(v, λ)(h, h) ≥ 0, ∀v, h ∈ E, λ < l.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî îñóùåñòâèòü íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-
âåðêîé. Ñíà÷àëà íóæíî çàìåòèòü, ÷òî

d2S

dv2
(v, λ)(h, h) =

⟨
A−1

(
v2

r

)
,
h2

r

⟩
+ 2

⟨
A−1

(
vh

r

)
,
vh

r

⟩
. (2.39)

Âòîðîå ñëàãàåìîå çäåñü íåîòðèöàòåëüíî âñëåäñòâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðå-
äåëåííîñòè îïåðàòîðà A. Ïîëîæèòåëüíîñòü æå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî âûòå-
êàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.3. Îïåðàòîð A−1 : F −→ E ïîçèòèâåí: v(r) ≥ 0 ∀r, åñëè
A(v)(r) ≥ 0 ∀r.

Èç ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå óòâåðæäåíèé âûòåêàåò åäèíñòâåííîñòü è
ãëàäêàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ v = φ(ξ, λ) óðàâíåíèÿ (2.38) îò ξ è λ (åñëè
ðåøåíèå ñóùåñòâóåò).

Òåîðåìà 2.4. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðîì âû-
ïîëíåíî óñëîâèå (2.37), óðàâíåíèå (2.38) ðàçðåøèìî.

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ V , ðàññìîòðåííîì íà ñîîòâåòñòâóþùåì åìó ýíåð-
ãåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå H1, âûïîëíåíî óñëîâèå (L), ñîñòîÿùåå èç
ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:
1) äëÿ ãðàäèåíòà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå f(x, δ) = I + c(x, δ), ãäå c
� âïîëíå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç H1 × ∆ â H1 (óñëîâèå ïðåäñòà-
âèìîñòè ãðàäèåíòà â ôîðìå Ëåðå-Øàóäåðà);
2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

{En+m} = En+0 = N ⊂ En+1 ⊂ En+2 ⊂ . . . ⊂ En+m ⊂ . . . ,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîïðîåêòîðîâ Pm : H1 −→ En+m ñèëüíî ñõî-
äèòñÿ ê åäèíèöå íà ïðîñòðàíñòâå H1;
3) îãðàíè÷åíèå V

∣∣
En+m

ÿâëÿåòñÿ êîýðöèòèâíîé ôóíêöèåé.
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Äâå ïîñëåäíèå òåîðåìû ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâûâàòü àëãîðèòì íåëîêàëü-
íîãî âû÷èñëåíèÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè, îïèñàííûé âî âòîðîé ãëàâå.

2.5.3 Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèé ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè îò äâóõ
ïåðåìåííûõ

Ïóñòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ íå ïðåâîñõîäèò òðåòüåãî êðèòè÷åñêîãî çíà-
÷åíèÿ [36], [38], è ïóñòü e1, e2 � ïåðâûå äâå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (íîð-
ìèðîâàííûå â H1 ôóíêöèè Áåññåëÿ) ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ê�àðìàíà,
âûáðàííûå èç òåõ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû êðàåâûå óñëîâèÿ. Ïîëîæèì
N = Lin(e1, e2). Íèæå ïàðàìåòðû λ, q áóäóò îòáðîøåíû (áóäóò âõîäèòü
¾ïî óìîë÷àíèþ¿).

Íà îñíîâå ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå ïðåäëîæåíèé ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî ïðè ëþáîì u ∈ N ñóùåñòâóåò inf

v∈N⊥
V (u + v). Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóÿ

ñõåìå Ëÿïóíîâà-Øìèäòà, ìîæíî ðàçûñêèâàòü êëþ÷åâóþ ôóíêöèþ â âèäå:

W (ξ) ≡ V (u+ Φ(ξ)), u := ξ1e1 + ξ2e2, Φ(ξ) ∈ N⊥. (2.40)

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåíèé Φ̃(ξ) ê
ôóíêöèè Φ(ξ). Îäíèì èç òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ åå ïîñòðîåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ìåòîä êðàò÷àéøåãî ñïóñêà (ïî ãðàäèåíòó), â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòî-
ðûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé Φ̃(ξ) ïðèâîäèò ê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïðèáëèæåíèé êëþ÷åâîé ôóíêöèèW(k) = V (u+vk). Âíóòðè ïðîöåñ-
ñà ñïóñêà ïî ãðàäèåíòó ìîæíî èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîííûé ìåòîä Íüþ-
òîíà [65] . Åñëè íà êàæäîì øàãå ðàññìàòðèâàòü (âûïóêëóþ) ôóíêöèþ
w(s) = V (u+ vk + s∇k), s ≥ 0, ∇k = −gradV (u+ vk), òî ïðèáëèæåíèå
ê òî÷êå ìèíèìóìà ïðèâîäèò (ïî ìåòîäó Íüþòîíà) ê èòåðàöèÿì

hk+1 = sk+1∇k, sk =
⟨fλ(u+ vk), ∇k⟩1⟨
∂f
∂x(a+ vk)∇k,∇k

⟩
1

.

Â [15] ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåíèé ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè èñïîëüçî-
âàëèñü ãàëåðêèíñêèå óñå÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè. Ïåðâûì øàãîì â
ïîñòðîåíèè ãàëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé ÿâëÿåòñÿ âûáîð íàáîðà áàçèñíûõ
ôóíêöèé â E, êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è îá-
ðàçîâûâàòü ïîëíóþ ñèñòåìó â H. Â ðàññìîòðåííîé çäåñü çàäà÷å âåñüìà
óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôóíêöèé Áåñ-
ñåëÿ {ek} [36], [38], [96].

Â èòîãå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé (íåëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ðèòöà-
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Ãàëåðêèíà) ⟨
f

(
N∑
k=1

ξkek

)
, ej

⟩
1

= 0, j = 1, . . . , N.

Â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ ïîñòðîåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü (ñõîäÿùóþñÿ)
èòåðàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîçâîëÿþùóþ ñòðîèòü êëþ÷åâóþ ôóíê-
öèþ ñ ëþáîé òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ ïî
îáîñíîâàíèþ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïðèâåäåíû âî âòîðîé ãëàâå.

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè W̃ ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü ïðèáëèæåííîå ïîñòðîåíèå äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà (êàóñòè-
êè) � ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (λ, q), ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
âûðîæäåííûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Êàóñòèêà îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé: {

grad W̃ (ξ1, ξ2) = 0,

Hessian W̃ (ξ1, ξ2) = 0,
(2.41)

Âîïðîñ ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè (ãðóáîñòè) êàóñòèêè, îçíà÷àþùåé
ñòàáèëèçàöèþ åå òîïîëîãè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ ïðè óñèëåíèè òî÷íîñòè ïðè-
áëèæåíèÿ, ðåøàåòñÿ òåìè ðàññóæäåíèÿìè, êîòîðûå áûëè ïðèâåäåíû â
[13], [16].

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î ñòðîåíèè êàóñòèêè ïðîùå èçó÷àòü bif -
ðàñêëàäû ýêñòðåìàëåé è âçàèìíûå ïðèìûêàíèÿ ðàñêëàäîâ ýêñòðåìàëåé
(ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿ÷åéêàì ðåãóëÿðíîñòè � êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè äî-
ïîëíåíèÿ ê êàóñòèêå). Áîëåå ïîäðîáíîìó îïèñàíèþ ðåçóëüòàòîâ èçó÷åíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ êàóñòèêè, ëèíèé óðîâíåé êëþ÷åâîé ôóíêöèè è
ïðîãèáîâ ïëàñòèíû áóäåò ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ïóáëèêàöèÿ.

2.5.4 Ïðèìåð èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà ïîëèíîìèàëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ ê êëþ÷åâîé ôóíêöèè äëÿ óðàâíåíèÿ Êàðìàíà.
Èñõîäíûå äàííûå

Èñõîäíîå óðàâíåíèå v + gλ(v) :=

:= v + λA−1(v) +A−1

(
v

2r
A−1

(
v2

r

))
= q̃ ; (2.42)

ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ

U(v, λ, q) =
1

2

(
∥v∥1 − λ⟨A−1(v), v⟩1 + S(v)

)
+ ⟨v, q̃⟩1 ; (2.43)

u := ξ1 e1 + ξ1 e1, v := Bw, q̃ := A−1q , q := q1 e1 + q2 e2 ; (2.44)
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e1 , e2 � íîðìèðîâàííûå (â H1) ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ (íà
[0, 1]).

Ïðîåêòîð

Q : x 7−→ y :=
m∑
k=3

⟨x, ek⟩1 ek;

e3 , e4 , . . . � ïîñëåäóþùèå ôóíêöèè Áåññåëÿ.
Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, îáðàòíûé ê âåñîâîìó 2-êðàòíîìó äèôôåðåí-

öèðîâàíèþ ïî r,

B : w :=
∑
k

⟨x, ek⟩1 ek 7−→ v :=
∑
k

βk ⟨x, ek⟩1 ek;

2.5.5 Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå. Èòåðàöèè

v = Q gλ(u+ v) , v ⊥ e1 , e2 ,

gλ(v) := λB(v) +BG(v)− q̃ ;

G(v) :=
v

2r
B

(
v2

r

)
� êóáè÷åñêèé îïåðàòîð .

v(k+1) = Q gλ(u+ v(k)) .

2.5.6 Ôóíêöèè Áåññåëÿ

ek(r) = dk Bessel (αk r) , k = 1, 2 . . . ;

ãäå dk � íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà (â H1), {αk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîð-
íåé îñíîâíîé (ïåðâîé) ôóíêöèè Bessel (r) ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (2.33)
[96].

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðâûõ äåâÿòè êîðíåé ñëåäóþùàÿ (ñì. [96], ñòð.
561):

2, 404; 5, 520; 8, 654; 11, 792; 14, 931; 18, 076; 21, 212; 24, 353; 27, 494 .

Çäåñü ìû ïðèâåäåì ëèøü íåêîòîðûå âûáîðî÷íûå èçîáðàæåíèÿ, èçãî-
òîâëåííûå â ñðåäå MAPLE-11.

Íà ðèñóíêàõ ïðèâåäåíû èçîáðàæåíèÿ ïðèáëèæåííî âû÷èñëåííîé êëþ-
÷åâîé ôóíêöèè è ïðîãèáîâ ïëàñòèíû (ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèòè÷åñêèì òî÷-
êàì ðåäóöèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè).
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Ðèñ. 4

Ïðèìåð èçîáðàæåíèé ëèíèé óðîâíÿ âîçìóùåííîé êëþ÷åâîé ôóíêöèè (ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèÿ).

Ðèñ. 5

Ïðèìåðû èçîáðàæåíèé ïðîãèáîâ ïëàñòèíû.

2.5.7 Óðàâíåíèå Êàðìàíà â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû

Ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå óïðóãîé ïðÿìîëèíåéíîé ïëàñòèíû, ïðîäîëüíî ñæà-
òîé è øàðíèðíî çàêðåïëåííîé íà êðàå, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Êàðìà-
íà (ïðîìàñøòàáèðîâàííûìè) [36], [38]:

∆2w − [w,φ] + λwxx = ∆2φ+
1

2
[w,w] = 0 (2.45)

ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ

w = ∆w = φ = ∆φ = 0|∂Ωa
. (2.46)

×åðåç w è φ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ îáîçíà÷åíû ôóíêöèè ïðîãèáà è íàïðÿæå-
íèÿ ïëàñòèíû, ∆ � ãàðìîíè÷åñêèé îïåðàòîð Ëàïëàñà,

[w,φ] := wxxφyy + wyyφxx − 2wxyφxy,

Ωa = [0, a]× [0, 1],

λ � ïàðàìåòð íàãðóçêè.
Ïóñòü H4 � ïðîñòðàíñòâî ñîáîëåâñêèõ ôóíêöèé êëàññàW 4

2 , óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ (2.46). Óðàâíåíèå (2.45) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà � Ëàãðàíæà
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ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà V

V (w,φ, λ) =
1

2

(
|∆w|2 − λ|wx|2 − |∆φ|2 − ⟨[w,w], φ⟩

)
(2.47)

íà ïðîñòðàíñòâå H4 ×H4. Çäåñü

|φ|2 = ⟨φ, φ⟩ :=
∫
Ωa

φ2(x, y)dxdy.

Êàê ïðàâèëî, èññëåäîâàíèå ôóíêöèîíàëà (2.47) ïðîâîäèòñÿ ÷åðåç ðåäóê-
öèþ ê ôóíêöèîíàëó Ṽ

Ṽ = sup
φ:φ∈H4

V (w,φ, λ). (2.48)

Ìàðãèíàëüíîå îòîáðàæåíèå H4 −→ H4 ×H4, îòâå÷àþùåå äàííîé ðåäóê-
öèè, çàäàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì

w 7→
(
w,−1

2
∆−2[w,w]

)
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ (2.48) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

V̂ (w, λ) =
1

2

(
|∆w|2 − λ|wx|2

)
+

1

8
|∆−1[w,w]|2. (2.49)

×åðåç ∆−1 îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð Ãðèíà ψ 7−→ φ, ãäå φ � ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Ïóàññîíà

∆φ = ψ, φ|∂Ωa
= 0.

Â [35] óñòàíîâëåíî, ÷òî îïåðàòîð ∆ äåéñòâóåò êàê èçîìîðôèçì èç ïðî-
ñòðàíñòâà ôóíêöèé ãåëüäåðîâñêîãî êëàññà C2+α(Ωa), óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ φ|∂Ωa

= 0, íà F0 � ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ψ â ïðîñòðàíñòâå
F = C0+α(Ωa), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ:

ψ(0, 0) = ψ(a, 0) = ψ(0, 1) = ψ(a, 1).

Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç E áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî {w ∈ H4 : ∆2w ∈ F}
ñ íîðìîé

∥w∥E = ∥∆2w∥C0+α(Ωa).

×åðåç ôóíêöèîíàë (2.49) â òåîðèè óïðóãèõ îáîëî÷åê îöåíèâàåòñÿ óñòîé-
÷èâîñòü ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé: ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî, åñëè îíî ðåàëèçóåò
òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (2.49). Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè
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ïðÿìîëèíåéíîé ôîðìû ðàâíîâåñèÿ (w = 0) ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåõîäå λ
÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå (âåðõíþþ êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó):

λ∗(a) = sup

{
λ̄ :

∂2V̂

∂w2
(0, λ)(h, h) > 0, ∀λ < λ̄, h ̸= 0

}
.

Âåðõíÿÿ êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà íåïðåðûâíî è êóñî÷íî ãëàäêî çàâèñèò
îò äëèíû a ïëàñòèíû. Ðàçðûâ ïðîèçâîäíîé λ∗(a) ïðîèñõîäèò â òî÷êàõ
am =

√
m(m+ 1), m = 1, 2, . . . . Ïðè a = am è λ = λm := λ∗(am) â íóëå

òåðÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïî äâóì ìîäàì:

e1 = 2 sin
(mπx

a

)
sin(πy), e2 = 2 sin

(
(m+ 1)πx

a

)
sin(πy).

Àíàëèç ñîîòâåòñòâóþùèõ çàêðèòè÷åñêèõ ðàâíîâåñèé ñâîäèòñÿ ê èçó÷å-
íèþ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êëþ÷åâîé ôóíêöèè

W (ξ, λ, a) := inf
v: v∈O∗

V (ξ1e1 + ξ2e2 + v, λ), ξ ∈ O2 (2.50)

(ïðè (λ, a), äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê (λm, am)). Çäåñü O2 è O∗ � äîñòàòî÷íî
ìàëûå îêðåñòíîñòè íóëåé â R2 è E∗ = {v ∈ E : ⟨v, e1⟩ = ⟨v, e2⟩ = 0}.
Ëîêàëüíûé àíàëèç (2.50) óñïåøíî îñóùåñòâëÿåòñÿ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî
èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

W (ξ, λ, a) =
1

2

(
α1(λ, a)ξ

2
1 + α2(λ, a)ξ

2
2

)
+

2∑
i,j=1

hi,jξ
2
1ξ

2
2 + . . .

ãäå α1, α2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ∆2 + λ ∂2

∂x2 , îòâå÷àþùèå ñîá-
ñòâåííûì âåêòîðàì e1, e2,

hj,j =
1

8

∣∣∆−1[ej, ej]
∣∣2 ,

h1,2 = h2,1 =
1

8

(
⟨∆−1[e1, e1],∆

−1[e2, e2]⟩+ 2|∆−1[e1, e2]|2
)
.

Êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè íåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèÿõ m âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

h1,2 > (h1,1h2,2)
1/2, (2.51)

áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ìîæíî îñóùåñòâèòü ïîëíûé ëîêàëüíûé àíàëèç áè-
ôóðêàöèè ðàâíîâåñèé.
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Çàìå÷àíèå 2.1. Íåðàâåíñòâî (2.51) îçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíóþ îïðå-
äåëåííîñòü ôîðìû

2∑
i,j=1

hi,jξiξj

â ïîëîæèòåëüíîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè R2. Âîïðîñ î çíàêîîïðåäåëåííî-
ñòè ýòîé ôîðìû ïðè ïðîèçâîëüíîì m ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Çàìå÷àíèå 2.2. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íåëîêàëüíîé ðåäóêöèè (ãëàä-
êîãî ïðîäîëæåíèÿ êëþ÷åâîé ôóíêöèè (2.50) íà êîíå÷íóþ îáëàñòü ïðè
λ > λ1) äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû òàêæå îòêðûò (â àíàëîãè÷íîé
ñèòóàöèè äëÿ êðóãëîé ïëàñòèíû âîïðîñ ãëîáàëüíîé êîíå÷íîìåðíîé ðå-
äóöèðóåìîñòè ðåøåí ïîëîæèòåëüíî).

2.6 Ìîäåëèðîâàíèå äèôôóçîðíûõ òå÷åíèé æèäêîñòè

Óïðîùåííûå âàðèàíòû óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà èñïîëüçóþòñÿ ïðè èçó-
÷åíèè äèôôóçîðíûõ òå÷åíèé, íà÷èíàÿ ñ îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò Äæåô-
ôðè [107] è Ãàìåëÿ [103] (1915 è 1917 ãã.). Ñâåäåíèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó
ìîäåëèðîâàíèþ íà ýòîé îñíîâå òå÷åíèé â ïëîñêîì äèôôóçîðå ìîæíî íàé-
òè â [1] � [69].

Â çàäà÷å î äèíàìèêå æèäêîñòè â äèôôóçîðàõ (ïëîñêîì, îáúåìíîì è
äèôôóçîðå-óëèòêå) äîïóñêàåòñÿ ïðèìåíåíèå íåëîêàëüíîé ðåäóöèðóþùåé
ñõåìû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷-
íî îïèñûâàòü äèíàìèêó ñêîðîñòåé ÷àñòèö æèäêîñòè â îáëàñòÿõ ïðîèç-
âîëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôîðì. Ïðè òàêîì ïîäõîäå èçâëåêàåòñÿ è äîïîë-
íèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ¾êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâàõ¿ òå÷åíèé, ïîëó÷åííàÿ
íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ êëþ÷åâûõ îòîáðàæå-
íèé è êëþ÷åâûõ ôóíêöèé.

Áàçîé âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà â ñëó÷àå ïëîñêîãî äèôôóçîðà ÷àñòî
ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèÿ ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ÎÄÓ (ïîñðåäñòâîì ïîäñòàíîâêè
Ãàìåëÿ äëÿ âèõðåâîé ôóíêöèè) ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà
ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè ïîëó÷åííîãî ÎÄÓ. Íî, êàê èçâåñòíî, ïðåäñòàâ-
ëåíèå ðåøåíèé ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè íå óäîâëåòâîðÿåò ñîâðåìåí-
íûì òðåáîâàíèÿì ê òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèé � âñëåäñòâèå íåäîñòàòî÷íîé
òî÷íîñòè ñóùåñòâóþùèõ òàáëèö çíà÷åíèé ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé è èí-
òåãðàëîâ. Â ðàáîòàõ [1] � [2] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ïðè-
áëèæåííûõ ðåøåíèé ðåäóöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ íà îñíîâå ñïåöèàëüíîé
âåðñèè ìåòîäà óñêîðåííîé ñõîäèìîñòè. Â ýòèõ æå ðàáîòàõ äàíî îáîñíî-
âàíèå íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ê ïîñòðîåíèþ
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ðåøåíèé � â ïðîòèâîâåñ ìåòîäó èñïîëüçîâàíèÿ òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.

Íàø ïîäõîä îñíîâàí â öåëîì íà äâóõøàãîâîé ðåäóêöèèè � ôóíêöè-
îíàëüíîé ðåäóêöèè ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ÎÄÓ ñ êâàäðàòè÷íîé íåëè-
íåéíîñòüþ (ïåðâûé øàã) è ðåäóêöèÿ ê êîíå÷íîìåðíîìó àëãåáðàè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ (âòîðîé øàã) � ÷åðåç íåëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ Ãàëåðêèíà-
Ðèòöà ïî âàðèàöèîííîé ñõåìå Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.

Îáùàÿ ñòðóêòóðà ïðåäëîæåííîãî íèæå àëãîðèòìà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïå-
ðåõîäå ê îáúåìíîìó äèôôóçîðó è äèôôóçîðó-óëèòêå. Â äîðàáîòêå íóæ-
äàþòñÿ ëèøü îòäåëüíûå áëîêè ïðåäñòàâëåííîãî â ñòàòüå àëãîðèòìà, ÷òî
âûçâàíî íàëè÷èåì àíàëèòè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé, ñâÿçàííûõ ñ óñëîæíåíèåì
ðåäóöèðóþùèõ ïåðåõîäîâ.

2.6.1 Äâóìåðíàÿ æèäêîñòü, óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà è Ãåëüì-
ãîëüöà

Îáðàòèìñÿ ê äâóìåðíîìó óðàâíåíèþ Íàâüå-Ñòîêñà [62]

v̇ +
∂v

∂x
v = ν∆(v)− grad (p). (2.52)

Çäåñü ∆ = ∂2

∂x21
+ ∂2

∂x22
� äâóìåðíûé ëàïëàñèàí, ∂v

∂x � ìàòðèöà ßêîáè âåê-
òîðà ñêîðîñòè v = v(x1, x2, t) ïî êîìïîíåíòàì òî÷êè x = (x1, x2) , p =
p(x1, x2, t) � äàâëåíèå. Èñêîìîå ïîëå âåêòîðîâ ñêîðîñòè v ñ÷èòàåòñÿ çà-
äàííûì íà íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
è ¾ñòàíäàðòíûìè¿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà ïðè-
íèìàåò ñëåäóþùèé âèä (ñì. [62]):

(U · ∇̃)u− v2

r = −∂p
∂r + (∆̃u− 2

r2
∂v
∂φ − u

r2 ) ,

(U · ∇̃)v + uv
r = −1

r
∂p
∂φ + (∆̃v + 2

r2
∂u
∂φ − v

r2 ) ,

}
(2.53)

ãäå

(U · ∇̃) = u
∂

∂r
+
v

r

∂

∂φ
, ∆̃ =

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂φ2
.

Ê óðàâíåíèÿì Íàâüå-Ñòîêñà äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

∂u

∂r
+
u

r
+

1

r

∂v

∂φ
+
∂w

∂z
= 0.

Èìåþò ìåñòî òàêæå ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ):

grad =

(
∂

∂r
,
1

r

∂

∂θ

)⊤
, sgrad =

(
1

r

∂

∂θ
, − ∂

∂r

)⊤
.
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Â ïðåîáðàçîâàíèÿõ, óïðîùàþùèõ óðàâíåíèå (2.52), èñïîëüçóþòñÿ ñëå-
äóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (óñòàíàâëèâàåìûå íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé):

rot

(
∂v

∂x

)
= grad (∆ψ); rot

(
∂v

∂x
v

)
= [ψ,∆(ψ)].

Çäåñü rot (v) := ∂v2
∂x1

− ∂v1
∂x2

, ψ(x1, x2, t)� òàê íàçûâàåìàÿ âèõðåâàÿ ôóíêöèÿ,
[ψ, φ] � ÿêîáèàí ôóíêöèé ψ, φ .

Óñëîâèå íåðàçðûâíîñòè div(v) = 0 äëÿ äâóìåðíîé æèäêîñòè â îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðåøåíèå îáÿçàíî ïðèíèìàòü ñëåäó-
þùèé âèä:

v := sgrad(ψ) =

(
− ∂ψ

∂x2
,
∂ψ

∂x1

)⊤
,

Äëÿ ôóíêöèè ψ åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

(n, sgrad (ψ))

∣∣∣∣
∂Ω

= 0 , (2.54)

n � ïîëå íîðìàëåé ê ãðàíèöå îáëàñòè.
Ïóñòü u := rot(v) = ∆(ψ) , è u̇ = rot(v̇) = ∆(ψ̇). Ïðèìåíâ äâóìåð-

íûé ðîòîð ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (2.52), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
Ãåëüìãîëüöà ([62], ñòð. 406)

∆(ψ̇) = [∆(ψ), ψ] + ν∆2(ψ) . (2.55)

2.6.2 Ïîäñòàíîâêà Ãàìåëÿ è ðåäóêöèÿ ê ÎÄÓ

Àíàëèç ñòàöèîíàðíîãî âàðèàíòà

[∆(ψ), ψ] + ν∆2(ψ) = 0 (2.56)

óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (2.55) ìîæíî îñóùåñòâèòü, èñïîëüçóÿ ðåäóöèðó-
þùé ïåðåõîä ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ÎÄÓ ([62], ñòð. 450-484). Íàèáîëåå
èçâåñòíîé ðåäóêöèåé ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà Ãàìåëÿ, îñóùåñòâëÿåìàÿ ïî-
ñðåäñòâîì ñóæåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà íà êëàññ ôóíê-
öèé âèäà (ñì. [62], ñòð. 478) φ = Qq(θ) . Íèæå Q :=

∫ β
0 r u dθ � ïîòîê

æèäêîñòè ÷åðåç äèôôóçîð.
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

∆(φ) = Q
q′′

r2
, [∆(φ), φ] = −Q22 q

′′q′

r4
,

∂2

∂r2

(
q′′

r2

)
=

6 q′′

r4
,
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1

r

∂

∂r

(
q′′

r2

)
= −2 q′′

r4
,

1

r2

(
q′′

r2

)′′
=
q′′′′

r4

ïîëó÷èì (ïîñëå ïîäñòàíîâêè Ãàìåëÿ) âìåñòî (2.56) ñëåäóþùåå ÎÄÓ:

q′′′′ + 4 q′′ − 2R q′′q′ = 0 , (2.57)

ãäå R = Q
ν � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà.

Â ñëó÷àå ïëîñêîãî äèôôóçîðà óðàâíåíèå (2.57) äîïîëíÿåòñÿ êðàåâûìè
óñëîâèÿìè (ñì. (2.54))

q(0) = 0 , q(β) = 1 , q′(0) = q′(β) = 0.

Óñëîâèå q(β) = 1 âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî∫ β

0

q′ dθ =
1

Q

∫ β

0

r u dθ = 1

� (íîðìèðîâàííûé) ïîòîê ÷åðåç ñå÷åíèå äèôôóçîðà îêðóæíîñòüþ r =
const (ñì. [1], [2]).

Ïîñëå ìàñøòàáèðóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óãëîâîé ïåðåìåííîé θ −→ βθ

ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó

q′′′′ + λ q′′ − 2R̃ q′′q′ = 0 , (2.58)

q(0) = 0 , q(1) = 1 , q′(0) = q′(1) = 0 , (2.59)

ãäå
λ = 4β2, R̃ = βR .

Çàìå÷àíèå 2.3. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (2.58) �
(2.59) ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííîé: ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.58) ÿâëÿåòñÿ
ãðàäèåíòîì ôóíêöèîíàëà

V =

∫ 1

0

L(q′′, q′) dθ , L(q′′, q′) =
(q′′)2

2
− λ

(q′)2

2
+ R̃ (q′)3

3
. (2.60)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.58) ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëÿìè ôóíê-
öèîíàëà (2.60) (ïðè óñëîâèè (2.59)). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåíèå ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ (2.58) ìîæíî îñóùåñòâëÿòü íà îñíîâå ëîêàëüíîé è íåëî-
êàëüíîé âåðñèé âàðèàöèîííîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.

Çàìå÷àíèå 2.4. Â ðàáîòàõ [1], [2] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïî-
ñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.58) íà îñíîâå ñïåöèàëü-
íîé âåðñèè ìåòîäà óñêîðåííîé ñõîäèìîñòè. Â ýòèõ æå ðàáîòàõ äàíî
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îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ê ïî-
ñòðîåíèþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.58) � â ïðîòèâîâåñ ìåòîäó èñïîëü-
çîâàíèÿ òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.
Òàêàÿ âîçìîæíîñòü èìååòñÿ âñëåäñòâèå èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ
(2.58). Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè íå óäîâëå-
òâîðÿåò ñîâðåìåííûì òðåáîâàíèÿì ê ïðèáëèæåíèÿì âñëåäñòâèå íåäî-
ñòàòî÷íîé òî÷íîñòè (10−4−10−6) ñóùåñòâóþùèõ òàáëèö çíà÷åíèé ýë-
ëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé è èíòåãðàëîâ. Òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü â ñîâðåìåí-
íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ � 10−8 − 10−10 è âûøå.

Ïîñëå ïåðâè÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (2.58) è çàìåíû q′ = u
ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó

u′′ + λu− R̃u2 = c , c− const , (2.61)

u(0) = u(1) = 0 , (2.62)

ïðè äîïîëíèòåëüíîì èíòåãðàëüíîì îãðàíè÷åíèè∫ 1

0

u dθ = 1 . (2.63)

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.61) ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèîíàëà∫ 1

0

1

2

((
(u′)2 − λu2

)
+

1

3
u3
)
dθ (2.64)

ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (2.62). Ýòîò ôóíêöèîíàë óäîáíî ðàññìàòðèâàòü
(ñì. [46]) íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H1[0, 1], ñîñòîÿùåì èç àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (2.62) è èìåþùèõ
ïðîèçâîäíóþ êëàññà L2[0, 1]. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H1[0, 1] çàäàåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì ⟨u, v⟩1 =
1∫
0

u′v′ dθ.

Èíòåãðèðîâàíèå (âòîðè÷íîå) óðàâíåíèÿ (2.61) ïðèâîäèò ñëåäóþùåìó
ñîîòíîøåííèþ (ñ äâóìÿ êîíñòàíòàìè c , d):

1

2

(
(u′)2 + λu2

)
+

R̃
3
u3 − cu = d , (2.65)

èëè 1
2(u

′)2+ R̃
3 (u+α)

3− c̃ u = d̃ , ãäå α = λ

2R̃
, c̃ = c+ λ2

4R̃
, d̃ = d− λ3

24R̃2
.
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Ðèñ. 6

Ãðàôèê ôóíêöèè, ðàâíîé ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (2.65)

-4,0

-3,2

-2,4
v

-1,6

u
-0,8

-4 -1 2-3 31-2 0

0,0

0,8

1,6

2,4

3,2

4,0

-4,0

-3,2

-2,4
v

-1,6

-0,8u

-4 -2-3 3-1 210

0,0

0,8

1,6

2,4

3,2

4,0

-4,0

-3,2

-2,4
v

-1,6

-0,8u

3210-1-2-3-4

0,0

0,8

1,6

2,4

3,2

4,0

Ðèñ. 7

Èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (2.61) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

Èçìåíåíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ãðàôèêà (ðèñ.
6) è èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ (ðèñ. 7), âïëîòü äî ñëèÿíèÿ (íà ôàçîâîì ïîðò-
ðåòå ðèñ. 7) ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ñ ñåäëîì è èõ èñ÷åçíîâåíèå ïîñëå ïåðå-
õîäà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ λ, R̃, c ÷åðåç êàóñòèêó ôóíêöèè U = 1

2

(
v2 + λu2

)
+R̃

3 u
3 − cu .

¾Óïðàâëÿÿ¿ ïàðàìåòðàìè λ, R̃, c, d, ìîæíî ïîëó÷èòü èçîáðàæåíèÿ âñå-
âîçìîæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôîðì èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ è èõ ðàñïîëîæå-
íèé îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò u, v (v := u′) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.
Ðàññìàòðèâàÿ ïåðåñå÷åíèÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè ïðÿìîé u = 0, ìîæíî
ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î òåõ ôðàãìåíòàõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, êîòî-
ðûå äàþò ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.61) � (2.62). Ïðèáëèæåííûå àíàëè-
òè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ýòèõ ôðàãìåíòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ ñïå-
öèàëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû (íàïðèìåð, ìåòîäû èñïîëüçîâàííûå â
[1], [2], [46], [61]).

2.6.3 Âàðèàöèîííûé ïîäõîä ê àíàëèçó óðàâíåíèÿ Äæåôôðè-
Ãàìåëÿ. Ñëó÷àé íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.61) � (2.62) ïðè R̃ = 0 :

u′′ + λu = c , u(0) = u(1) = 0 ,

∫ 1

0

u dθ = 1 . (2.66)

Ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.66) ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè êâàäðàòè÷íî-
ãî ôóíêöèîíàëà ∫ 1

0

1

2

(
(u′)2 − λu2

)
dθ (2.67)
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íà ãèïåðïëîñêîñòè

M = {u ∈ H1[0, 1] :

∫ 1

0

u dθ = 1} (2.68)

â òðîéêå E = F = H = H1[0, 1] (ñì. [46]).

Òåîðåìà 2.6. Ñîâîêóïíîñòü ýêñòðåìàëåé ñóæåíèÿ ôóíêöèîíàëà (2.67)
íà ãèïåðïëîñêîñòü (2.68) åñòü îáúåäèíåíèå ñëåäóþùèõ ñåðèé âåêòîðîâ
(ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ):

s0,k =
π k

2
sin(π k θ) , λ = λ0,k := (π k)2 ; (S0)

sε,k = a(ε) σε(θ) , σε(θ) := sin(ε+ (π k − 2ε)θ)− sin(ε) , (Sε)
λ = λε,k := (π k − 2ε)2 ; k = 2m− 1 , m = 1, 2, . . . ,

a(ε) � âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè σε(θ) ;

sε,2m =
1

sin(ε)
(sin(2πmθ − ε) + sin(ε)) =

=
1

sin(ε)
(cos(ε) sin(2πmθ) + sin(ε)(1− cos(2πmθ))) , m = 1, 2, . . . ,

(SCε)
λ = λε,2m := (2πm)2 , m = 1, 2, . . . ;

f0,j = 1− cos(2 j π θ) , λ = µ0,j := (2 j π)2 ; (C0)
fε,j = b(ε) ρε(θ) , ρε(θ) = cos(ε+ 2(jπ − ε)θ)− cos(ε) , (Cε)

λ = µε,j := 4 (j π − ε)2 , j = 1, 2, . . . ;

b(ε) � âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè ρε(θ) .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå îáùåé ôîðìóëû ðåøåíèé ëè-
íåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.66) ñ ïîñëåäóþùèì ïîäáîðîì êîí-
ñòàíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ âòîðîìó è òðåòüåìó ñîîòíîøåíèÿì â (2.66).

2.6.4 Ñëó÷àé íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Íåëîêàëü-
íàÿ ðåäóêöèÿ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ýêñòðåìàëè ôóíêöèíàëà (2.64),
ñóæåííîãî íà ãèïåðïëîñêîñòü (2.68), ìîæíî âû÷èñëÿòü êàê âåòâè ýêñ-
òðåìàëåé, çàâèñÿùèõ îò ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, � ïîñðåäñòâîì òåîðèè âîç-
ìóùåíèé, îñíîâàííîé íà íåïîñðåäñòâåííîì ïðèìåíåíèè òåîðåìû î íåÿâ-
íîé ôóíêöèè. Ïðè ¾êîíå÷íûõ¿ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà âîçíèêàåò
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íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ áîëåå ìîùíûõ ñðåäñòâ íåëèíåéíîãî àíàëèçà
[66], íàïðèìåð, ïðèìåíåíèÿ íåëèíåéíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà-Ðèòöà ïî ñõå-
ìå Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.

Âîçìîæíîñòü íåëîêàëüíîé êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèè â êðàåâîé çàäà-
÷å (2.61) � (2.62) ïîÿñíèì ñíà÷àëà íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå: ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ x = ε(x − x2 + x = 1) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì
[−2, 2] −→ [−2, 2] ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε). Çàðîæ-
äåíèå ñâîéñòâà ñæàòèÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ x −→ ε(x − x2 + 1) îòðàæåíî â
ñëåäóþùèõ ãðàôèêàõ.

x
K2 K1 0 1 2

K0,5

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

x
K2 K1 0 1 2

K0,5

0,5

1,0

1,5

2,0

x
K2 K1 0 1 2

K1

1

2

x
K2 K1 0 1 2

K1

1

2

Ðèñ. 8

Ãðàôèêè ôóíêöèè f(x) = x− ε(x− x2 + 1) ïðè ε = 0.8 , 0.3 , 0.1 , 0.05 .

Àíàëîãè÷íûé ýôôåêò ñæèìàåìîñòè èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå îáùåãî îïå-
ðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

x = B(g(x, x) + Cx+ c), x ∈ F (2.69)

â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F , åñëè íîðìà ∥B∥F äîñòàòî÷íî ìàëà (çäåñü
g(x,x) � íåïðåðûâíûé êâàäðàòè÷íûé îïåðàòîð F −→ F , B, C � ëèíåéíûå
íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû F −→ F , c ∈ F .

Ñâîéñòâî ñæèìàåìîñòè îïåðàòîðà K(x) := B(g(x, x) + Cx + c) ïîçâî-
ëÿåò ðàçûñêèâàòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.69) ïîñðåäñòâîì
ñòàíäàðòíûõ èòåðàöèé xn = K(xn−1) [66].

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ íåëîêàëüíîé ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà â êðàå-
âîé çàäà÷å (2.61) � (2.62) çàïèøåì åå â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

f(w) := Aw − λw + g(w,w) + c = 0, w ∈ E, (2.70)

ãäå E = C2[0, 1] ∩ {w(0) = w(1) = 0}, A = −d2/dθ2, g(w,w) := R̃w2 , c
� const. Îïåðàòîð f äåéñòâóåò èç E â F = C[0, 1]. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è äèàãîíàëèçóåìûì:

∞∑
k=1

ξkek 7→
∞∑
k=1

(πk)2ξkek, (2.71)
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ek =
√
2

πk sin(πkθ) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùàÿ ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ (πk)2. Çàìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ek îáðà-
çóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â H1[0, 1].

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.70) â âèäå

w −A−1(g(w,w) + λw − c), w ∈ H1[0, 1] . (2.72)

Èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà â ñóììó
ïîäïðîñòðàíñòâ, ðàçîáüåì óðàâíåíèå (2.72) â ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé

u−A−1
1 (g1(w,w)) + λu− a) = 0 ,

v −A−1
2 (g2(w,w)) + λ v − b) = 0 ,

}
(2.73)

ãäå A1 := A
∣∣
N
, A2 := A

∣∣
N⊥∩E, N := Lin(e1, . . . , en), w = u + v,

u =
n∑
k=1

ξkek, v =
∞∑

k=n+1

ξkek, a =
n∑
k=1

αkek, b =
∞∑

k=n+1

αkek, αk =

⟨c, ek⟩1. Âîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.73) ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå ôóíê-
öèé N⊥ ∩H1[0, 1]. Èç ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïðàòîðà A (ñì. (2.71)) âû-
òåêàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ðåäóêöèè n íîðìà îïå-
ðàòîðà A−1

2 : N⊥∩H1 −→ N⊥∩H1 ñòàíîâèòñÿ ìàëîé è ïîýòîìó îïåðàòîð
K(v) := A−1

2 (g2(u+v, u+v)+λ v−b) ïåðåâîäèò íåêîòîðûé øàð ∥v∥H1 ≤ L
(â N⊥ ∩H1) â ñåáÿ, ÿâëÿÿñü ïðè ýòîì ñæèìàþùèì. Òî åñòü ìû îêàçûâà-
åìñÿ â óñëîâèÿõ âòîðîãî çàìå÷àíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèÿ âòîðîãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.73) ìîæíî ïîëó÷àòü â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå

v = Φ(u) , (2.74)

ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ, ïîñðåäñòâîì èòåðàöèé vn = K(vn−1).
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (2.74) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.73), ïîëó÷èì
òàê íàçûâàåìîå êëþ÷åâîå óðàâíåíèå

τ(u) := f1(u+ Φ(u)) = 0 (2.75)

íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå N . Âñå àíàëèòè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå
ñâîéñòâà èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ è åãî ðåøåíèé íàñëåäóþòñÿ êëþ÷åâûì óðàâ-
íåíèåì è åãî ðåøåíèÿìè [46]. Ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî è êëþ-
÷åâîãî óðàâíåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ôîðìóëîé

w = u+ Φ(u).

Óðàâíåíèå (2.75) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì ñ ïîòåíöèàëîì (êëþ÷åâîé ôóíê-
öèåé)

W (u) := V (u+ Φ(u)) , u ∈ N .
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Ïîèñê è àíàëèç ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà V ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïîñðåä-
ñòâîì èçó÷åíèÿ ýêñòðåìàëåé êëþ÷åâîé ôóíêöèèW . Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè
W è àíàëèç åå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïî òåõíîëîãèÿì,
èçëîæåííûì â [13], [46], [61].

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ïðåäëîæåííîé çäåñü âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû ñî-
ñòîèò â îòáîðå òåõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.61) � (2.62), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿ-
åòñÿ îãðàíè÷åíèå (2.63).

2.6.5 Îáëàñòè ðåäóöèðóåìîñòè ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ïîñðåäñòâîì îöåíîê ðàçìåðà îáðàçà îòîáðàæåíèÿK è åãî êîíñòàíòû Ëèï-
øèöà ìîæíî òî÷íî óêàçàòü îáëàñòü, íà êîòîðîé äîïóñêàåòñÿ êîíå÷íîìåð-
íàÿ ðåäóêöèÿ óðàâíåíèÿ w = K(w).

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

∥w∥F ≤ ∥w∥1 ∀w ∈ H1 , ∥A−1
2 (v)∥1 ≤

1

π2(n+ 1)2
∥v∥1 ∀v ∈ N⊥ ∩H1

(2.76)
(ñì. (2.71)). Ñëåäîâàòåëüíî,

∥g(w.w)∥1 = 2

√∫ 1

0

(ww′)2 dθ ≤ 2∥w∥F ∥w∥1 ≤ 2 ∥w∥21 . (2.77)

Ïóñòü w ∈ TL = {w ∈ H1[0, 1] : ∥w∥1 ≤ L}. Èç îöåíêè (2.77) ïîëó÷àåì

∥K(v)∥1 = ∥A−1
2 (λv+g2(w.w)−b∥1 ≤

1

π2(n+ 1)2
(
λL+ 2L2 + β

)
, (2.78)

ãäå β = ∥b∥1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ∥K(v)∥1 ≤ L, òî îïåðàòîð K ïåðåâîäèò
øàð TL â ñåáÿ. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ
ñîîòíîøåíèÿ (ñì. (2.78))

1

π2(n+ 1)2
(
λL+ 2L2 + β

)
≤ L

èëè
L2 − pL+ q ≤ 0 , (2.79)

ãäå p = π2(n+1)2−λ
2 , q = β

2 . Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñâîéñòâà ñæèìàåìîñòè
îïåðàòîðà K : TL −→ TL îáðàòèìñÿ ê îöåíêå íîðìû ðàçíîñòè çíà÷åíèé
K â ïðîèçâîëüíîé ïàðå òî÷åê v1 , v2:

∥K(v2)−K(v1)∥1 = ∥A−1
2

(
λ(v2 − v1) +R

(
(u+ v2)

2 − (u+ v1)
2
))

∥1 ≤
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≤ 1

π2(n+ 1)2
(λ+ 4L)∥v2 − v1∥1 .

Ïîëó÷àåì òî, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñâîéñòâà ñæèìàåìîñòè K äîñòàòî÷íî
ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

γ :=
1

π2(n+ 1)2
(λ+ 4L) < 1 , (2.80)

èëè, ÷òî îäíî è òîæå, óñëîâèÿ

λ+ 4L < π2(n+ 1)2 . (2.81)

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2.7. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.79), (2.81) è ïðè ∥u∥1 ≤
L , îïåðàòîð K(v) := A−1

2 (R(u+ v)2+λ v− b) ïåðåâîäèò øàð TL = {v ∈
H1[0, 1] : ∥v∥1 ≤ L} â ñåáÿ è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì
TL −→ TL .

Çàìå÷àíèå 2.5. Êîíñòàíòà γ (ñì. (2.80)) ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé vm+1(u) = K(vm(u)) ê ðåäóöèðóþùåìó îòîá-
ðàæåíèþ Φ(u):

∥vm(u)− Φ(u)∥1 ≤ γm
D

1− γ
, D =

RL+ β

π2(n+ 1)2
.

2.6.6 Ïðèìåðû ýïþð ñêîðîñòåé ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ýêñòðåìàëÿì V

Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèáëèæåííî âû÷èñëåííûõ ýïþð ñêîðîñòåé íà
îêðóæíîñòè r = 1 äëÿ òå÷åíèé, áëèçêèõ ê n-ìîäîâûì, n ≤ 5.
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Ðèñ. 9

Ýïþðû ñêîðîñòåé äëÿ òå÷åíèé, áëèçêèõ ê n-ìîäîâûì, n ≤ 5.

Çàìå÷àíèå 2.6. Âñëåä çà âû÷èñëåíèåì ïîëÿ ñêîðîñòåé ìîæíî âû-
÷èñëèòü äàâëåíèå íåïîñðåäñòâåííî íà îñíîâå (2.53) (óðàâíåíèÿ Íàâüå-
Ñòîêñà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ).

2.7 Òèïè÷íûå íîðìàëüíûå ôîðìû êëþ÷åâûõ ôóíê-

öèè â ïîñòáèôóðêàöèîííîì àíàëèçå óïðóãèõ ñè-

ñòåì

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êðàòíîñòè îñîáåííîñòåé òèïà ñêëàäêè è ñáîðêè
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 2 è 3. Êðàòíîñòü âûðàæàåò ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ â îñîáîé òî÷êå. Õàðàêòåð æå âûðîæäåíèÿ âûðàæàåòñÿ àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ëîêàëüíîãî êîëüöà Q, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ
áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè è î ëîêàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóê-
òóðå îòîáðàæåíèÿ F . Ýòîò ôàêò ñîñòàâëÿåò îñíîâó äëÿ ìíîãèõ ìåòîäîâ
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è òåîðèè îñîáåííîñòåé ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé.
Ñòðóêòóðà ëîêàëüíîãî êîëüöà íå èçìåíÿåòñÿ ïðè äèôôåîìîðôíûõ çà-
ìåíàõ êîîðäèíàò â îáðàçå è ïðîîáðàçå îòîáðàæåíèÿ. Èíòåðåñíî òî, ÷òî
2−êðàòíûå è 3−êðàòíûå îñîáåííîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ñâîå ëî-
êàëüíîå êîëüöî. Íî íà÷èíàÿ ñ êðàòíîñòè 4 êîëè÷åñòâî òèïîâ ëîêàëüíûõ
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êîëåö íà÷èíàåò ðåçêî âîçðàñòàòü, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î áîëüøîì ðàç-
íîîáðàçèè ëîêàëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ ãëàäêèõ îòîáðà-
æåíèé â îñîáûõ òî÷êàõ ôèêñèðîâàííîé êðàòíîñòè. Íàïðèìåð, ñëåäóþ-
ùèå îòîáðàæåíèÿ èñ÷åðïûâàþò âñå òèïû ëîêàëüíûõ êîëåö, îòâå÷àþùèõ
4−êðàòíûì îñîáûì òî÷êàì:

(x, y4 + xy2), (x2, y2), (x2 − y2, xy). (2.82)

Îñîáåííîñòè ýòèõ îòîáðàæåíèé â íà÷àëå êîîðäèíàò èìåþò ïåðñîíàëüíûå
íàçâàíèÿ: ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿, ¾ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îìáèëèêà¿ è ¾ýëëèïòè-
÷åñêàÿ îìáèëèêà¿. Îòîáðàæåíèå (x2, y2) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå
(x2 + y2, xy) (îáå ýòè ôîðìû ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó ëèíåéíûìè îáðà-
òèìûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïåðåìåííûõ). Îòîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé íîðìàëüíûå àíàëèòè÷åñêèå ëîêàëüíûå ôîðìû ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé
ïëîñêîñòè (â 4−êðàòíûõ îñîáûõ òî÷êàõ). Äëÿ îñîáûõ òî÷åê áîëåå âûñî-
êèõ êðàòíîñòåé ïîÿâëÿþòñÿ êîíòèíóàëüíûå ñåìåéñòâà òèïîâ ëîêàëüíûõ
êîëåö.

Íàçâàíèÿ íåêîòîðûõ îñîáåííîñòåé (ëàñòî÷êèí õâîñò, âèãâàì, áàáî÷êà,
êîøåëåê è ò.ï.) ñâÿçàíû ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé êàóñòèê è äèñêðè-
ìèíàíòíûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü èäåíòèôèêàòîðàìè îñîáåí-
íîñòåé.

Äëÿ îãðàíè÷åííîé ìèíèâåðñàëüíîé äåôîðìàöèè îäíîìåðíîé ñáîðêè

V = x4 − δx2 + εx

êàóñòèêà ÿâëÿåòñÿ êðèâîé, íîñÿùåé íàçâàíèÿ ¾êëþâ¿ èëè ¾øèï¿. Åå ïàðà-
ìåòðèçàöèÿ ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèé V ′ = V ′′ = 0, îïðåäåëÿþùèõ
âûðîæäåííóþ îñîáóþ òî÷êó, òî åñòü èç óðàâíåíèé

4x3 − 2δx+ ε = 6x2 − δ = 0.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì (ëîêàëüíóþ) ïàðàìåòðèçàöèþ êàóñòèêè

δ = 6t2, ε = 8t3.

Åå ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñëåäóþùåå:

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

K0,3

K0,2

K0,1

0

0,1

0,2

0,3
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Ðèñ. 10

Ïðîñòåéøàÿ êàóñòèêà � ¾êëþâ¿

Äëÿ îãðàíè÷åííîé ìèíèâåðñàëüíîé äåôîðìàöèè ëàñòî÷êèíà õâîñòà

V = x5 + δ3x
3 + δ2x

2 + δ1x

êàóñòèêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîæåñòâà ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé
îòîáðàæåíèÿ ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿

(t1, t2, t3)
⊤ 7−→ (t1, t2, 5t

4
3 + 3t2t

2
3 + 2t1t3)

⊤.

Ñîîòâåòñòâóþùèå èçîáðàæåíèÿ ñå÷åíèé δ3 = const êàóñòèêè ëàñòî÷êèíà
õâîñòà âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K0,6 K0,4 K0,2 0 0,2 0,4 0,6
K0,1

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

K2 K1 0 1 2

0,2
0,4
0,6
0,8
1,0
1,2
1,4
1,6
1,8

K3 K2 K1 0 1 2 3

1

2

3

Ðèñ. 11

Cå÷åíèÿ êàóñòèêè ëàñòî÷êèíà õâîñòà ïðè îòðèöàòåëüíîì, íóëåâîì è ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèÿõ δ3.
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Ðèñ. 12

Êàóñòèêà ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ñå÷åíèÿ δ3 = c : δ1 = 3cs2+15s4, δ2 = −3cs− 10s3 .
Ïðè èçó÷åíèè äâóõìîäîâûõ ïðîãèáîâ óïðóãèõ ñèñòåì ïîÿâëÿþòñÿ (ïî-

ñëå íîðìàëèçàöèè) êëþ÷åâûå ôóíêöèè âèäà:

x4 + 2 a x2 y2 + y4 + q1 x
2y + q2 xy

2 + δ1 x
2 + δ2 y

2 + 2 δ3 x y + ε1 x+ ε2 y,

qi, δj, εk � ìàëûå âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû, a > −1.
Îñîáåííîñòü ìíîãî÷ëåíà x4 + 2 a x2 y2 + y4 íàçûâàåòñÿ ¾äâóìåðíîé

ñáîðêîé¿.
Íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå èç õàðàêòåðíûõ ãðàôèêîâ è ëèíèé óðîâíåé

âîçìóùåííîé äâóìåðíîé ñáîðêè.
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Ðèñ. 13

Ãðàôèêè è ëèíèè óðîâíåé âîçìóùåííîé äâóìåðíîé ñáîðêè
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